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ويرمز  xيسمى التغير في         نقطتين في مجال الدالة فإن المقدار    ،     دالة وكانت  y = f ( x )إذا كانت 

 له بالرمز 

 [   xويقرأ ] دلتا              

 

                     التغير في الدالة ويرمز له بالرمز                كما يسمى المقدار

       

 كما يسمى الكسر :  

   إلى    من   xمتوسط التغير في الدالة عندما تتغير 

  

  
  

     

     
 

             

     
 

 2إلى  1من  xفأوجد متوسط التغير في هذه الدالة عندما تتغير              إذا كانت 

  

  
  

     

     
   

            

       
 

  

  
   

     

     
   

          

     
    

      
   

   
     

 المحاضره الحادية عشر .  –الفصل الثالث 

 

  : مشتقات الدوال الجبرية 

 متوسط التغير  .1

 

  مثال 
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 0إلى  -1من  xفأوجد متوسط التغير في هذه الدالة عندما تتغير                  ( إذا كانت  1

 

 3إلى  2من  x فأوجد متوسط التغير في هذه الدالة عندما تتغير 2   √       ( إذا كانت  2

 

  

  
  

            

       
  

   

      
  

  

 
    

  

  
  

            

       
  

(√    )  (√    )

   
  

√  √ 

 
 √  √  

      أوجد            إذا كانت 

           الحل :  
   

   

   
     

 3إلى  1من  xفأوجد متوسط التغير في هذه الدالة عندما تتغير                 ( إذا كانت  1

 

  

  
  

            

       
  

    

   
  

  

 
   

  : مثال 

 

  تمرين 

 

 مفهوم المشتقه :  .2

 

  : مثال 
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      أوجد               إذا كانت 

 

           
   

           

   
 

 
            

   
 

      

   
 

   
   

   
      

     
 

          

     
 

   
   

                      

      أوجد             إذا كانت 

 

           
   

           

   
 

   
   

   
      

     
 

   
   

  
           

   
 

   
   

              

 مثال :  

 

 مثال : 
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      أوجد                إذا كانت 

           
   

           

   
 

 
        (       )

   
  

            

   
 

 
       

   
 

  تمرين 

 

 

 جبر الاشتقاق  .3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A.  

 

 

 

 

 

             
  

  
 

 

  
                 

يمكن حساب المشتقات بالإعتماد على بعض نظريات الاشتقاق التي 

 نلخصها كما يلي :

 [  y = f (x)ملاحظة : ] رمز المشتقة للدالة 

 

          فإن :            إذا كانت 
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              ( أوجد مشتقة الدالة  1

 

            ( أوجد مشتقة الدالة   2

 

          

          

      أوجد مشتقه الدالة 
  

 
     

  

 
 

         ،        ( أوجد مشتقة   1

 

       أوجد   √       ( إذا كانت  2

        

        

  مثال 

 

  تمرين 

 

B.  

 

 مثال : 

        فإن :         إذا كانت 
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 أوجد مشتقة مايلي :

       √   

 

        

     
  

 
    

        
  

 
 

               

                  

                  

 تمرين : 

 

C.  

 

 

 

  مثال : 

 

               فإن :           عدد نسبي ،     إذا كانت 

    عندما     وحتى تكون المشتقة معرفة يجب أن تكون 
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 أوجد مشتقة مايلي :

      √   
       

 

  

 

        

                      

     
 

  
 

                                     

       
 

 
 
 
 
  

 

  
 

 
 
 
 
 
 
             

 

 
 
 
  

               

           

         

       √   
       أوجد    

       
 
                  

  
 

 
 
 
 
       

 

 
 
 
 
 
 
    

  
 

 
  

 
      

 

  
 
 

        
 

 √ 
  

 مثال : 

 

  مثال: 
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 أوجد مشتقة مايلي :

 

                 

      √   
   

 
  

 

 
 
 
 
   

 

 
  

 
  

 

 √    

      
 

  
                          

  

  
 

                  أوجد مشتقة مايلي :  

       
 

  
           

 

  
     

             

  تمرين: 

 

D.  

 

 

 

 

 

 

  مثال 

 

 

 

 

  
                   

 

  
      

 

  
     

المشتقة لمجموع عدة دوال بالنسبة للمتغير المستقل يساوي مجموع المشتقات 

لهذه الدوال بالنسبة لنفس المتغير المستقل أي ان : إذا كانت الدوال التالية 

 فإن :       ،        

 وكذلك في عملية الطرح
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                  أوجد مشتقة مايلي :  

         

                    ه الدالة  قأوجد مشت

                             

                

                     

                 

 مثال 

 

 

E.  

 

 

 

 

 

 مثال 

 

 

 

F.  

 

 

الدالة الثانية + مشتقة الدالة  xالمشتقة لحاصل ضرب دالتين = مشتقة الدالة الأولى 

 الدالة الأولى xالثانية 

 ] الضرب عملية إبدالية [

 البسط ( xمشتقة المقام  –المقام  xالمشتقة لخارج قسمة دالتين = ) مشتقة البسط 

 



10 
 

 أوجد مشتقة الدوال التالية : 

1.                    

 

2.                    

 

 

 

 

                               

                         

          

                                

                       

         

 مثال : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  تمرين: 

 

 

       
                           

       
  

 
                              

       
 

 
            

       
 

1.       
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3.        
     

   
 

 

 

4.        
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       إذا كانت 
 

 
      أوجد    

  بتطبيق القاعدة   
 

  
    

     
 

          أو طريقة ثانية   

               
 

  
 

 : اوجد مشتقة الدالة التالية

 

 

       
 

       
 

 ̀      
      

          
 

       
 

       
 

 ̀      
    

          
 

 المحاضرة الثانية عشر 

G.  

 

 

  مثال 

 

  تمرين 

مشتقة مقلوب الدالة  
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              أوجد المشتقة للدالة    

           نفرض أن       

 

  

  
         

                                            

أوجد                         إذا كانت
  

  
 

                           نفرض أن

  

  
          

       

  

  
        

                                

H.  

 

 

 

  مثال 

 

 مثال 

 

 

 قاعدة السلسلة :

فإن :        ،        إذا كانت 
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–               أوجد مشتقة       

 

  

  
  3   3      2              

                     أوجد مشتقة  

 

  

  
                                  

أوجد                         إذا كانت 
  

  
 

 

  

  
                        

  مثال 

 

 

 

 مثال 

 

 

  تمرين 
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           وكانت                    إذا كانت :  

فأوجد         
  

  
 ، 

  

  
 

ثم أوجد     
  

  
 

 نطبق قاعدة السلسلة

 

  

  
             

  

  
  

 

 
 

  

  
  

  

  
 
  

  
 

  

  
              

 

 
    

    

 
 

أوجد           ،               إذا كانت 
  

  
 ، 

  

  
ثم أوجد      

  

  
 

  

  
      

  

  
   

 
  

  
 

  

  
 

  

  
 
  

  
 

       (
 

 
)      

    

 
 

I.  

 

 مثال 
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      فأوجد                        إذا كانت 

 

                              

فأوجد              وكانت                إذا كانت 
  

  
 

 

  

  
     

  

  
       

  

  
 

  

  
 
  

  
 

        (
 

   
)      

     

   
 

أوجد  
  

  
          ،        √  إذا كانت    

 

  

  
  

 
  

 

 
  

 
  

 

 √ 
                   

  

  
   

  

  
 

  

  
 
  

  
 

 (
 

 √ 
)         

 

 √ 
 

  1تمرين  

 

  2تمرين  

 

  3تمرين  
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A.  الاشتقاق الضمني 

 مثال 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

2  2 
  

  
   

2 
  

  
  2  

  

  
 

 2 

2 
 

  

  
 

  

 
 

         

         

  √      

         
 
  

  

  
 

 

2
        

 
   2   

  

  
 

 2 

2       
 
 

 

  

  
 

  

√     
 

  

 
 

 الحل :

  لـ   بالنسبةنجري عملية الاشتقاق 

 Xلـ   بالنسبةثم نشتق  Y  بإيجاد قيمة أولا المشتقةنستطيع إيجاد  أخرىبطريقة 

 الحل :
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  مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  تمرين 
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  مثال 
 

 

 

 

 

 

 

 

  تمارين 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           

            

          

 للدالة الثانية المشتقةاوجد 

     
  3

   
                         

  ̀
                 

      
 

           

      
 

  

      
 

                     

  ̀                            

                           

                

 التاليه :اوجد المشتقه للدوال  (1
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     عندما                                                     

  ̀      

              

  ̀      

               

   
  

  
      عندما                         

  

  
                 

 

 

أوجد  (2
  

  
 إذا كانت : 

 

 فأوجد :               إذا كانت 

b        
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     √    
 

 

        
 
  

 ̀  
 

 
      

 
  

         

  
  

  
   

  

  
     

               

        
  

  
   

  

  
   

  
  

  
   

  

  
          

  

  
                 

  

  
 

        

     
 

 مشتقة الدوال التاليه : ( أوجد4

 

 

c أوجد )
  

  
 إذا كانت : 
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 ̀    
                   

       
 

 ̀    
               

       
 

 ̿    
                      

          
 

 
           

       
 

 
       

       
 

 ( أوجد المشتقه الثانيه للداله :5
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 المحاضرة الثالثة عشر

 

  التفاضل على سلوك المنحنياتتطبيقات 

 المشتقة الأولى هندسياً  : تفسر المشتقة الأولى هندسياً على أنها ميل المماس

  ( a,f(a) )عند النقطه   y = f(x)لمنحنى الدلة  

 

 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 f(x) = x2+2إذا كانت 

 x=2فأوجد ميل المماس لمنحنى الدالة عند النقطه 

 F'(X) = 2Xنوجد المشتقة الأولى                 

 F'(2) = 2(2) =4(         2نعوّض ب النقطة )

 

 

 f(x) = x2+3Xإذا كانت 

 x=2فأوجد ميل المماس لمنحنى الدالة عند النقطه 

 F'(X) = 2X+3نوجد المشتقة الأولى                 

 F'(2) = 2(2)+3 =7(         2نعوّض ب النقطه )

 

 

 f(x) = x2-2Xإذا كانت 

 x=1فأوجد ميل المماس لمنحنى الدالة عند النقطه 

 F'(X) = 2X-2نوجد المشتقة الأولى                 

 F'(2) = 2(1)-2=  0(         1نعوّض ب النقطة )

 xالمماس موازي لمحور 

 

 

 

 المشتقة الأولى
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 ومجالات التزايد والتناقص المحليةظمى و القيم الصغرى القيم الع : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فإن   Fنقطه في مجال الدالة   Cإذا كانت 

 : 

 ( )   (  ) 

F( C)   قيمة عظمى محليه للدالةF 

 بحيث أن  Cتحتوي على   (a,b)إذا وجدت فتره مفتوحة 

 ف الفترة X لجميع قيمّ  

 قيمة عظمى محليهّ   

 

 

ملاحظه : إذا كان التغييّر في سلوك الدالة عند 

 التناقصقبلها إلى  التزايدمن  ( C,f( c)) النقطة

 ,   ( C,f( c)) النقطةبعدها فإننا نقول أن 

 . قيمة عظمى محليهّ 

 

 

 ( )   (  ) 

F( C)   قيمة صغرى محليه للدالةF 

 بحيث أن  Cتحتوي على   (a,b)إذا وجدت فتره مفتوحة 

 ف الفترة X لجميع قيمّ  

 قيمة صغرى محليهّ   

 

 

ملاحظه : إذا كان التغييّر في سلوك الدالة عند 

 التزايدقبلها إلى  التناقصمن   ( C,f( c)) النقطة

 ,   ( C,f( c)) النقطةبعدها فإن نقول أن 

 . قيمة صغرى محليهّ 
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 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1  ) F’(x) = 8x – 2 

 الأولى : المشتقة( نوجد أصفار  2

F’(x) = 0      8x – 2 =0 

8x = 2       x = 
 

 
 = 

 

 
 

  =x ( لتحديد النقاط عند  3
 

 
 

  =xقبل وبعد   f’(x)نبحث إشارة 
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 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 f(x) = -22+3x-2إذا كانت

 . ومجالات التزايد والتناقص فأوجد القيمة العظمى والصغرى المحلية إن وجدت

1  ) F’(x) = - 4x + 3 

 ( نوجد أصفار المشتقه الأولى : 2

F’(x) = 0      -4x + 3 =0 

-4x = -3       x = 
  

  
 = 

 

 
 

  =x ( لتحديد النقاط عند  3
 

 
 

  =xقبل وبعد   f’(x)نبحث إشارة 
 

 
 

 

 مجالات التزايد والتناقص :

(   
 

 
 متزايده 

 
 

 
 متناقصه (  
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 : تمرين 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا كانت (1  23 5 1X X X  Ñ 

 X=2فأوجد ميل المماس لمنحنى الدالة عند 

 

   

' 6 5

' 2 6 2 5 7

X X 

  





Ñ

Ñ 

 7يساوي المماس ميل

 

إذا كانت  (2
  25 20 5X X X  Ñ 

 فأوجد القيم العظمى أو الصغرى

 و مجلات التزايد و التناقص إذا وجدت

 

 

' 10 20

' 0

10 20 0

10 20

20
2

10

X X

X

X

X

X

 



 

 


  





Ñ

Ñ
 

 X=-2بعد 

   ' 0 10 0 20 20  Ñ 

 X=-2قبل 

   ' 3 10 3 20 10     Ñ 

محلية عند  توجد قيمة صغرىX=-2 
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 : نظرية 

 

\ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : ملاحظه

 

 ." نقطه عظمى محليهّ "هي 

 

 .محليهّ " صغرى" نقطه هي 
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 نوجد المشتقه الأولى : (1

 

f'(X) = 6x + 5 

 

 نوجد أصفار المشتقة (2

6x + 5 = 0 

6x = -5 

X = 
  

 
   

 

 Cنختبر إشارة المشتقه قبل وبعد  (3

 

)إذا
  

 
  (

  

 
 محليهّ صغرىقيمة  هي ((

, 
  

 
 متناقصة] -∞ (

) ∞ ,
  

 
 متزايدة[ 
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  الثانيةالمشتقة من  المحليةحساب القيم العظمى والقيم الصغرى 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نوجد المشتقة الأولى : (1

 

F'(x) = 10x – 3 

 نوجد أصفار المشتقة -

10 x – 3 = 0 

10x = 3 

X = 
 

  
   

 نوجد إشارة المشتقة الثانية (2

F'' (x) = 10   

 محليهّ صغرىإذا من النظرية السابقة , توجد قيمة 

للدالة القصوى أوجدالنقط الثانية المشتقة اختبار باستخدام (1

  22 1X X X   Ñ 

 

 

 

' 4 1

' 0, 4 1 0

4 1

1 1
____ " 4 0

4 4

X X

X X

X

X C X

  

   

  


     








Ñ

Ñ

Ñ

 

 توجد قيمة عظمى محلية عند
1 1

,
4 4

  
  
  
Ñ, X=

1

4 
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F(x) = -4x2 + 4x -1 

 أختبار المشتقه الأولى : (1

 

F'(x) = -8 x + 4 

 

 نوجد أصفار المشتقة -

-8 x + 4 = 0 

-8x = -4 

X = 
  

  
 

 

 
  

 نوجد الإختبار (2

 

 

 بإختبار المشتقة الثانيه 

F'' (x) = -8    

 محليهّ عظمى من النظريه السابقه , توجد قيمة 

1 1
,

2 2

  
  
  
Ñx = 

1

2
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  الانقلابتقعر المنحنياّت ونقاط . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



11 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أولاً :  نوجد المشتقة الأولى والثانيه :

F'(x) = 6x2 + 6x – 36 

F''(x) = 12x + 6 

 ثانياًّ : نوجد أصفار المشتقة الثانيه

12x + 6 = 0 

12x = - 6 

X=
  

  
 

  

 
 

 ثالثاً : نختبر إشارة المشتقة الثانيه

 

 رابعاً :

أكبر من   xموجبه عندما تكون  F''(x)نلاحظ أن  
  

 
 

أصغر  من   xسالبه عندما تكون  F''(x)نلاحظ أن  
  
  

 : فترات التقعرخامساً : 

∞ ,التقعر لأعلى في الفترة ) 
  

 
  ] 

 , ∞-)التقعر لأسفل في الفترة 
  

 
  

=xعند  نقطة إنقلابتوجد 
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 المحاضرة الرابعة عشر

 

 : رسم المنحنيات 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ونوع كل واحد منها . 

 

 



13 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 F(x) = X2  +3x + 2أرسم منحنى الدالة  

 أولاً :  نوجد المشتقة الأولى:

F'(x) =2x + 3 

 ثانياًّ : نوجد أصفار المشتقة الثانية

F'(x) =2x + 3 = 0 

2x = - 3                 x =  
  

 
 

 ثالثاً : نختبر إشارة المشتقة الثانية

 

 , ∞-)فترة التناقص  
  

 
             

∞ ,فترة التزايد  )   
  

 
  ] 

 

 

3)       F'' = 2        , 

 التقعر لأعلى

Y = F(
  

 
) = (

  

 
)2 +3(

  

 
) + 2 

بتوحيد المقامات 
 

 
 

  

 
 + 2   = 

= 
  

 
 

(
  

 
 , 

  

 
 ) 

 ( تحديد نقاط تقاطع المنحنى مع المحورين :4

F(x) = X2  +3x + 2 

 x=0نضع   yتقاطع مع محور 

F(0) = 02  +3(0) + 2 

(0,2)  y يقطع محوّر   

 y=0نضع   xتقاطع مع محور 

0 = X2  +3x + 2 

0 = (x +2 ) (x + 1) 

(0,2)  y يقطع محوّر   

X = -2    ,   x = -1 
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 تطبيقات اقتصادية على الاشتقاق 

 دليل الطلب  :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

     
  √           (           ) 

 

  

  

     
  

       (  )

 (         )
  

   

√          
 

 

 ,     pدليل الطلب هو المشتقة الأولى للسعر يعني نوجد مشتقة 

P2 = - 20 qd + 100      نأخذ الجذر التربيعي 

P =  √           

P =√           

  qdل  بالنسبةنشتق السعر  الآن

 

 
(   qd +100)

  

  

 

 تفسير القيمة السالبة :

 زيادة في الطلب يرافقها نقص مماثل في السعر
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 إذا كانت معادلة الطلب هي :

2 5 200 0dP q   

 :أوجد دليل الطلب

 

   

 

1

2

1

2

1

2

5 200

5 200

1
5 200 5

2

5 5

2 5 2002 5 200

d

d

d

d

d d
d

P q

P q

dp
q

dq

dp

dq qq



  

  

   

 
 

  

 

 

 دالة الإنتاج 

 

 

 :حيث

 

b    تكاليف إنتاج وحدة واحده بالريال 
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2

2

2

3

3

0

10 2

200

10
0

100

10

100

1000

1000 10

dc

dq

dc
q

dq q

dc q

dq q

q

q

q

q




 


  





 
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إذا كانت 
25

50
125

q
C q

q
  : أوجد عدد الوحدات المصنعة حتى تكون الكلفة أقل ما يمكن 

2

2

2

3

3

3

0

5 2

125

5 2
0

125

2 5

125

2 625

625

2

625

2

dc

dq

dc
q

dq q

dc q

dq q

q

q

q

q

q




 


  









 

 

 

 

 الربح ) الفائده ( : 
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 التكلفة =                                                        

 الحل : 

D(q) = (40q – q2 ) – (1- + 5q + 
  

 
) 

35 – 2q - 
 

 
     

35 – 
 

 
    

35 = 
 

 
  

Q= 35 – 
  

 
    

 أي أن الربح يكون أكبر ما يمكن عندما تكون 

 14عدد الوحدات المنتجة = 

D(14) = (40(14) – (14)2 ) – (1- + 5(14) + 
  

 
) 

= 235 R.s 
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 : تمرين 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 كان إذا للربح العظمى القيمة جد

=   الإيراد
220q qالتكلفة =

2

10 3
8

q
q 

 

 التكلفة – الإيراد=  الربحالحل :  

     

   

 

2
2

2
2

20 10 3
8

20 10 3
8

2
' 20 2 3

8

1
17 2

4

9
17

4

9
17 0

4

9
17

4

68

9

q q q

q

q

D R C

q
D q q q

q
q q q

D q q

q q

q

q

q

q

 

 
     

 

    

   

  

 

  




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 مرونة الطلب : 

 

 

 

 

 الحل :

 :

3 5

1
5

3

1

3

*

15 3 1
*

1 3

3

1
15 3

13
*

1 3

3

15 1

14

d

d

d

d
d

d

d
d

q p

q p

dq

dp

dqP
E

q dp

q
E

 

 






  
  

 

 
       

 

  

  
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إذا كان منحنى دالة الطلب على سلعة معينة  

 هو:

8 4 dP q  

فأوجد مرونة الطلب عندما
1

2
dq  

4 8

1
2

4

1

4

*

8 4 1
*

1 4

2

1
8 4

12
*

1 4

2

8 2 1
*

1 4

2

6 1
* 3

1 4

2

d

d

d

d
d

d

d
d

q p

q p

dq

dp

dqP
E

q dp

q
E

 

 






  
  

 

 
       

 

  
  

 

 
   

 

 

 

 الدخل الحدي : 
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 الحل :

 علبه = 200الدخل الكلي الناتج عن بيع 

 

2

2

10
10

200
10 200

10

6000

x
T x

T

ريال

 

 



 

 الدخل الحدي الناتج عن بيع العلبة العاشره  =

 

2

10
10

2
10

10

10
5

10
10 10

5

12

x
T x

dT x

dx

dT x

dx

dT

dx

ريال

 

 

 

 



 

 علب الحليب معطى بالعلاقة التالية : xعن بيع  Tإذاكان الدخل 

2

5
5

x
T x  

 = علبة 100الدخل الكلي عند بيع أوجد 

 

2

2

10
10

200
10 200

10

6000

x
T x

T

ريال

 

 

 

 = 30أوجد الدخل الحدي عند بيع العلبة رقم 

 
 

2

5
5

2
5

5

2 30
30 5

5

17

x
T x

dT x

dx

dT

dx

ريال

 

 

 



 



 1الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 مشتقات الدوال الأسيهّ واللوغاريتمية والمثلثيهّ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مشتقة الدالة اللوغاريتمية :   (  1

 

 

 

 

 

 

 أمثلة : 

 

2

1
'( ) 2 log

1
ef x x

x
 


 

2

102

102

1

( )

1 1
'( )

2

( ) 2

1 1
'( ) 2

2

3

( ) log

1
'( ) log

4

( ) log( 3 )

1
'( ) (2 3) log

3

2 3
log

3

a

a

ل ثا م

f x linx

f x lin
x x

ل ثا م

f x lin x

f x
x x

ل ثا م

f x e

f x e
x

ل ثا م

f x x x

f x x e
x x

x
e

x x



 



  





 

   



 



 



 2الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 أوجد مشتقة الدوال التالية :

   

   

   

     

   

 

    

 

 

2

2

2

3

2

103

2

103

5 2

5 2

5 2

10

10

10

2

log 5

1
' * 3 5 log

5

3 5
log

5

' * 10 2

10 2

*log

1
' * 1 log log *

1
log log *

1
1*log log

log

x x

x x

x x

x

x x

x x

x

x

X x x

X x
x x

x

x x

X

X x

x

X x

X x
x

x
x

x
x

X
x







  

 







 

 

 

 

 
   

 

 
   

 

 
  

 

 















l

l

l

l

l

l

l l l

l l l

l l

l

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

 
       

 

 

  

 

2

2 2 2

102

2
2

2 2 2

102

2 2

2

102

2

1
*2 log 2 log

'
log

2
2 log *log *

log log

2
2 log

log

x x

x x

x

x x
x

X
x

x
x

x

x x

x

x

x

  
   

  

 
 
 

  
  
  



l l l

l l l

l l

Ñ

  

 

 

 

2 4 3

2 3 3 3 2 4

2 3 3 3 2 4

3 2 3 2 1

3 2 3 2

( 5)

' 4( 5) (3)( 5)

8 ( 5) (3)( 5)

( 5) 8 3( 5)

( 5) 3 8 15

x

x x

x x

x

x

y x e

y x e e x

x x e e x

e x x x

e x x x

 

   

   

     

     

 



 3الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( مشتقة الدوال الأسيهّ   2

 

 

 :  امثله

2

2

2

2

2 2

2

2

5

5

5

3

2 3

2 4

2 2

1

( )

'( ) (2 5)

(2 5)

2

( )

'( ) (3 )( ) (2 )( )

3 2

3 2

x x

x x

x x

x

x x

x

x

ل ثا م

f x e

f x e x

x e

ل ثا م

f x x e

f x x e xe x

e x x

e x x









 

 



 

   

   

 

 :  ملاحظه

 

 

 

2

2

2 2

2

3 2

3 2

3 2 3

102

3 2

102

( ) log( 2 1)

'( ) (6 ) log( 2 1)

2 2
(6 ) log( 2 1) log .

2 1

2 2
(6 ) log( 2 1) log

2 1

x

x

x x

x

ل ثا م

f x e x x

f x e x x x

x
e x x x e e

x x

x
e x x x e

x x

  

   
 


   

 

 
     

 

 

3 3

3

3

3 3

3

3

2

2

2

2

2

( )

1
(3 )

'( )

1
(3 )

'( )

1
(3 )

x

x x

x

x

x x

x

ل ثا م

linx
f x

e

e e x linx
xf x

e

e x linx
x

f x
e e

x linx
x

e






 
  




 



 4الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 أوجد مشتقات الدوال التالية :

 

        

 

 

 

 

 

 

       

 

   

   

3

2

2

2

2

2

3 3

2 3 3 3

2 3

4
2 3

3
2

5

' 3 5* 1 5

3 5 5

3 10

ln

1 1
' 2 ln 2

ln 5

1
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2 ln 5

' 3 3
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5

' 4 5 2

X

X x

x x

x

x

X X

x

x

X X

X

x

X X X

X X x

X X

X X

X X x

X X X
X X

X X x

X X x X
X

X x x

X X

X X X

X X

X X

X X



 



  

  

  



  

   

  

   

  

 

  

 
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



















l
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l

l
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l
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l

l

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ
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3
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3
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X X
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X

X
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X X X

X x x

 

   

    
 

     
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 5الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 مشتقات الدوال المثلثيهّ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

1

( ) 5

'( ) cos5 (5) 5cos5

2

( ) cos

'( ) (2 )

2

3

sin

'( ) 2sin (cos ) 2sin

ل ثا م

f x Sin x

f x x x

ل ثا م

f x x

f X Sinx x

xSinx

ل ثا م

x

f X x x xCosx



 



 

 

 

 

  4ثـــــــــألم

2 2

( )

'( ) ( )(sin )

f x Sinx Cosx

f x Cosx Cosx Sinx x

Cos x Sin x

 

   

 
 

 

 

 

( )

'( ) cos

( ) cos

'( ) sin

f x Sinx

f x x

f x x

f x x






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 6الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  : أستنتج مشتقة الدالة

( ) cotf X x 

 الحل: 

2

2 2

2

2 2
2

2 2

( ) tan , 0

( )

( )(sin ) ( )
'( )

( ) 1
csc

Cosx
f X x Sinx

Sinx

Cosx
f X

Sinx

Sinx x Cosx Cosx
f x

Sin x

Sin x Cos x

Sin x

Sin x Cos x
x

Sin x Sin x
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

  


 


  
   

 

2( ) cot , '( ) cscf x x f x x  
 

 

  : أستنتج مشتقة الدالة ي

( ) secf X x 

 الحل: 

2

2 2

2 2

1
( ) , 0

1
( )

(0)(cos ) ( (1))
'( )

0

1

tan

f X Secx Cosx
Cosx

f X
Cosx

x Sinx
f x

Cos x

Sin x Sin x

Cos x Cos x

Sinx

CosxCosx

Sin x

Cosx Cosx

x Secx
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

  



 



 

 

 

( ) sec , '( ) sec tanf x x f x x x  
 

  : أستنتج مشتقة الدالة

( ) tanf X x 

 الحل: 

2

2 2
2

2 2

2

( ) tan , 0
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( )(sin )
'( )

1
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( ) tan , '( ) sec

Sinx
f X x Cosx
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f X
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Cosx Cosx Sinx x
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Cos x Sin x
x

Cos x Cos x

f X x f x x
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

  



  
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 "الأسهلوبطريقة أخرى " 

    
2

1
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1
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'( )

1

tan

f X Secx Cosx
Cosx

f X
Cosx

Sinx
f x

Cos x

Sin x
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

 


 

 

 

( ) sec , '( ) sec tanf x x f x x x  
   " 



 7الصفحة  إعداد : ساره الغنام
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  : أستنتج مشتقة الدالة

( ) secf X x 

 الحل: 

2

2

2 2

1
( ) csc , 0

1
( )

(0)( ) (cos (1))
'( )

0 1

cot csc

f X x Sinx
Sinx

f X
Sinx

Sinx x
f x

Sin x

Cos x

Sin x Sin x

x x

  



 



 

 

 

( ) csc , '( ) cot cscf X x f x x x    

 "الأسهلوبطريقة أخرى " 

    

1
( )

1

cot csc

f X
Sinx

Cosx

Sinx Sinx

x x




 

 

 

( ) csc , '( ) cot cscf X x f x x x      " 

 مثال : 

2

2

( ) cos tan

'( ) ( sin) tan sec cos

sin 1
sin cos

cos cos

1
sin tan

cos

sin tan sec

f X x x

f x x x x

x
x x

x x

x x
x

x x x

 

   

    

  

  

 

* 
 .  الحل مو كامل

 لأن التكمله هنا راح تكون صعبه شوي ,

 ف نختصرها بالحل الأسهل

 "الأسهلوبطريقة أخرى " 

     

sin
( ) cos

cos

( )

'( ) cos

x
f X x

x

f x Sinx

f x x

 





   " 
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 مشتقات الدوال المثلثية 

2

2

( )

'( ) cos

( ) cos

'( ) sin

( ) tan

'( )

( ) cot

'( ) csc

( ) sec

'( ) sec tan

( ) csc

'( ) csc cot

f x Sinx

f x x

f x x

f x x

f x x

f x Sec x

f x x

f x x

f x x

f x x x

f x x

f x x x







 







 



 



  
 

 

 Cأي دالة من الدوال المثلثيةّ تبدأ بحرف * 

 ســـــــــــالبــــــــــــهتكون مشتقتها 
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 أوجد مشتقات الدوال المثلثية التالية :

 

        

    

   

     

2

2

3 sin5 2cos

' 3sin5 5cos5 3 0*cos sin *2

3sin5 5cos5 3 2sin

cos 3 1

' sin 3 1 sin 2 3

X X x x

X x x X x x

x x X x

X x x

X x x x

  

    

  

   

     









Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

 

   

 
   

 

   

 
 

   

   

2

2 2

2

2 2

2

2

2

2

2

3

2

cot

cos
cot

sin

sin *sin cos *cos
'

sin

sin cos

sin

sin cos

sin

1
csc

sin

sec

1
sec

cos

sin
'

cos

sin sin 1
*

cos cos cos

tan *sec

sin

' 3sin cos 3

X x

x
x

x

x x x x
X

x

x x

x

x x

x

x
x

X x

x
x

x
X

x

x x

x x x

x x

X x

X x x

 



 


 


 



  

 




 

 



 

 













Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ

Ñ
2sin cosx x

 

 

 أمثله :

2

( ) secxf X e x  

2 2

2

'( ) (2 )sec sec tan

sec (2 tan)

x x

x

f x e x x x xe

e x x

  


 

 

( ) (logsin )cotf X x x   
2

10

1
'( ) cos log cot ( csc logsin )

sin
f x x e x x

x
      

2

10

2

10

2 2

10

cos
log cot csc logsin

sin

cot log cot csc logsin

cot log csc logsin

x
e x x

x

x e x x

x e x x

  

  

 
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 المحاضرة السادسة عشر –الفصل الرابع 

 

 : التكامل 

∫       ,            نرمز للتكامل بـ
  

  
 ∫  ̀( )      ,      ∫  ̀ 

 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تكامل ما يلي :اوجد 

 
 

 
            ∫      

  

 
   

 اوجد تكامل ما يلي :

 
 

 
            ∫         (

  

 
  ) 

 

 اوجد تكامل ما يلي :

 
 

 
            ∫      
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   : قوانين التكامل 
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 : أمثلة   

 

 

 

     

 

 

        

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اوجد تكامل ما يلي :

 
 

 
            ∫          (

  

 
  ) 

 

 
 
 
   

 
 
     

 اوجد تكامل ما يلي :

  (
  

 
  )   (

  

 
  )        ∫(       )    ∫     ∫  

 
 

∫
  

    
     |    |    

 اوجد تكامل ما يلي :

 

∫
    

      
     |      |    

 اوجد تكامل ما يلي :

 

 اوجد تكامل ما يلي :

 
 

 
               ∫(    )   ∫     ∫     

 

 اوجد تكامل ما يلي :

 
 

 
               ∫(    )   ∫     ∫     
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∫
        

  
   ∫

  

  
 
   

  
 
 

  
    

 ∫     
 

  
    

 
  

 
      ∫      

 
  

 
    

     

    
   

 
 

 
      

   

  
   

 
 

 
      

 

 
   

 اوجد تكامل ما يلي :

 

∫( 
 
        )   ∫ 

 
     ∫      ∫     

 
 
 
 
  

 
 
  

  
  

 
      

 
 
 
 

 
 

         

 
  

 
 

 
         

 اوجد تكامل ما يلي :
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 ∫    ( )      ∫        

      ( )       

∫(    ( ) ما يلي : اوجد تكامل               (     

 

 

 ∫   ( )      ∫   ( )       

     ( )         

∫ (   ( )     ( ))  اوجد تكامل ما يلي :              

 

 

 
  

 
     ( )    

 
 

 
       ( )    

∫(      ( ))  اوجد تكامل ما يلي :              

 

 

 

 اوجد تكامل ما يلي :

        ∫          

 

 اوجد تكامل ما يلي :

       ( )           ∫(       )     ∫     ∫
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 : المعادلات التفاضلية 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ∫       ∫(     )  ∫
 
 
 
  

 
 
  

     

              
 
      

  
 

 
         

 
      

∫(        ( )   √ )  اوجد تكامل ما يلي :              

 

 

    
  

  
 

  

  
     

         

∫   ∫      

       

 حل المعادلة التفاضلية التالية :

 

  

  
       

           

 ∫     ∫     

 
 

 
   

 

 
     

 حل المعادلة التفاضلية التالية :
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 ∫      ∫      

 
   

  
  

  

 
   

 
 

    
      

 حل المعادلة التفاضلية التالية :

 dxوالضرب في     بالقسمة على 

 

 ̀       

  

 
 
  

 
 

∫
  

 
 ∫

  

 
 

  | |    | |    

 حل المعادلة التفاضلية التالية :

 dxوالضرب في    بالقسمة على 
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 ̀       

 ̀  
 

  
 

    ̀    

  
  

  
   

∫     ∫        

   
 

 
     

المعادلة التفاضلية التالية :حل   

 

  

  
          

  

  
 
 

  
     

∫     ∫             

            

 حل المعادلة التفاضلية التالية :
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 : تمارين  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫(     )   

 

 
   

 

 
     

 أوجد تكامل ما يلي:

 

∫
 

  
   

∫      
 

  
    

 أوجد تكامل ما يلي:

 

 

∫       

   
 

 
     

 أوجد تكامل ما يلي:

 

∫(           )   

              

 أوجد تكامل ما يلي:
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∫(        )   

       

 أوجد تكامل ما يلي:

 

  

  
         

                

∫   ∫              

            

 حل المعادلة التفاضلية التالية :

 

 ̀        

 ̀  
  

  
 

  
  

  
    

∫  
  

  
 ∫        

   
 

 
     

التفاضلية التالية :حل المعادلة   
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∫      ∫        

 

  
     

  

 
    

 

  
          

 حل المعادلة التفاضلية التالية :
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 المحاضرة السابعة عشر

 

 : التكامل بالتعويض 

 أمثلة : 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ∫( )       
  

 
        

(   ) 

 
   

    (   )∫      اوجد :

                           نفرض ان : 

 

 

 ∫( ) (
 

 
)      

 

 
∫( )       

 

 

  

 
      

  

 
  

  
(    ) 

 
   

      (    )∫      اوجد :

                                  نفرض ان : 
 

 
        

 

 

 ∫( )
 
 (
 

 
)    

 

 
∫( )

 
         

 

 

 
 
 

 
 

        
 

 

(    )
 
 

 
 

  

 
 

 
 (    )

 
    

(    )  ∫      اوجد :
 

     

                                    نفرض ان : 
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 ∫

 
 
  

  
  
 

 
∫
  

  
 
 

 
∫         

 

 

   

  
         

 

  
  

   
 

 (    )
   

∫      اوجد :
 

(    ) 
    

                                نفرض ان : 
 

 
        

 

 

 
 

 
∫( )      

 

 

  

 
      

  

  
    

(    ) 

  
   

    (    )∫      اوجد :

                              نفرض ان : 
 

 
      

 

 

 ∫
  

√ 
  ∫

  

 
 
 

 ∫  
 
       

 
 
 

 
 

          
 
   

   (     )
 
    

∫      اوجد :
     

√     
    

                                     نفرض ان : 
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 ∫         
  

 
        

   ( ) 

 
   

∫       اوجد :    ( )    ( )    

( )     نفرض ان :                   ( )            

 

 ∫         
  

 
        

   ( ) 

 
   

∫       اوجد :    ( )    ( )    

( )     نفرض ان :                   ( )            

 

 ∫       
 

 
∫          

 

 
          

 

 
  

 
    

∫       اوجد :    
 
   

                               نفرض ان : 

  
 

 
∫          

 

 
           

 

 
        

∫       اوجد :        

                               نفرض ان : 
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 : تمارين  

   

 

 

 

 

 

 

 ∫
  

 
    | |      |    |    

∫      اوجد :
  

    
    

                                 نفرض ان : 

 

 

 
 

 
∫
  

 
  
 

 
  | |    

 

 
  |    |    

 
 

 
∫

   

    
  
 

 
  |    |    

∫      اوجد :
  

    
    

                                   نفرض ان : 
 

 
         

 طريقة أخرى :

 4ونقسم على  4نضرب في 

 

 

 
 

 
∫( )       

 

 

  

 
        

(    ) 

  
   

    (    )∫      اوجد :

                                 نفرض ان : 
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∫       

 

 

  

 
        

(    ) 

 
   

   (    )  ∫      اوجد :

                                    نفرض ان : 
 

 
     

 

 

  
 

 
∫
  

  
 
 

 
∫         

 

 

   

  
          

 

 (    )
   

∫      اوجد :
 

(    ) 
    

                                نفرض ان : 
 

 
        

 

 

 
 

 
∫          

 

 
          

 

 
  

 
    

∫       اوجد :     
 
   

                                نفرض ان : 
 

 
         

 

  
 

 
∫          

 

 
           

 

 
        

∫       اوجد :        

                               نفرض ان : 
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 يء :التكامل بالتجز 

 

 

  : قاعدة 

 

 

 

 

 : أمثلة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ∫     

( ( )   ( ))
 
  ( )   ̀( )   ( )  نعلم أن :   ( )̀  

( ) أن :           أي   ̀( )  ( ( )   ( ))
 
  ( )   ̀( ) 

  ( )   ( )  ∫ ( )   ̀( ) 

   
(   )  

  
 ∫

(   )  

  
 ( )    

 
 (   )  

  
 
 

  
∫(   )      

 
 (   )  

  
 
(   )  

  (  )
   

 
 (   )  

  
 
(   )  

   
   

    (   ) ∫      اوجد :

( )̀ نفرض ان :   (   )             ( )        
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  ( )   ( )  ∫ ( )   ̀( ) 

    
(   )

 
 

 
 

 
 

 
∫(   )

 
  ( )    

    
(   )

 
 

 
 

 
  

 
 
(   )

 
 

 
 

 

 
   

 
(   )

 
  

  

  
(   )

 
    

   (   √  )∫      اوجد :

( )̀ نفرض ان :   √    (   )
 

             ( )         

 

  ( )   ( )  ∫  ̀( )   ( ) 

   (     )  ∫        

               

        ∫      اوجد :

( ) نفرض ان :                ̀( )           
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    ∫     

       ∫      

            

      ∫      اوجد :

                      نفرض ان : 

 

                          

    ∫     

       ( )     ∫   

                  

   [        ]     

∫      اوجد :          

                     نفرض ان : 
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 : تمرين 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                

    ∫     

                  ∫         ( )   

                        

        ∫      اوجد :

                      نفرض ان : 
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 المحاضرة الثامنة عشر

 

 : التكامل المحدود 

 

 : أمثلة 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∫  
 

 

     

[
 

 
  ]

 

 

 [
 

 
( )  

 

 
( ) ]  

 

 
 
 

 
 
 

 
 

∫(    )

 

 

     

[    ] 
  [(    )  (    )]          

∫(    )

 

 

     

[
  

 
  ]

 

 

 [(
  

 
  )  (

  

 
  )]  (

 

 
  )  (

 

 
  )  

 

 
 

∫(   ) 
 

 

     

[
(   ) 

 
  ]

 

 

 [
(   ) 

 
 
(   ) 

 
]  (

  

 
)  (

  

 
)     
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 : خواص التكامل المحدود 
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 : مثال 

 

 

 

 

 

 : تمارين 

 

 

 

 

∫ ( )   

 

 

  ∫ ( )   

 

 

 ∫ ( )   

 

 

 

  ∫(    )   

 

 

 ∫      

 

 

 

 [[ 
  

 
   ]

 

 

 [  ] 
 ]    [(

  

 
  )    (     )]      

 الحل :

 

∫
  

  

 

 

  

∫   
 

 

   [
   

  
]
 

 

 (
   

  
)  (

   

  
)  

 

 
 

 

 

∫             

 

 

 

∫(        )           
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∫    

 

 

  

 [
 

 
  ]

 

 

 (
 

 
(  ))  (

 

 
(  ))    

 

 

∫(    )   

 

 

  

 ∫     

 

 

 ∫     

 

 

 [
 

 
  ]

 

 

 [
 

 
  ]

 

 

 

 (
 

 
(  ))  (

 

 
(  ))  (

 

 
(  ))  (

 

 
(  )) 

 (
  

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
) 
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 : تطبيقات 

 / تطبيقات على المساحة :1

 : مثال 

 

 

 

 

 

      

 

 

 : تمرين 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ∫(   )   

 

 

[
 

 
    ]

 

 

 ((
 

 
  )  (   )) 

 
  

 
   

 

 
 مربعة وحدة

( ) اوجد المساحة المحصورة بين منحنى الرسم للدالة  والمستقيمين  xومحور       

x=3      x=2 

  ∫     

 

 

[
 

 
  ]

 

 

 ((
 

 
( ))  (

 

 
( )))  

 

 
 
 

 
 
 

 
  مربعة وحدة

( ) اوجد المساحة المحصورة بين منحنى الرسم للدالة  والمستقيمين       xومحور      

x=2         x=1  
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 المحاضرة التاسعة عشر 

 

 : تطبيقات اقتصادية 

 / الدخل الحدي : 1

  : قاعدة 

 

 : مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   ∫ ( )  

 

 

 

    

   ∫ ( )  

 

 

 

   ∫     (   )
  
   

 

 

 

   [
     (   )

 
 

 
 

]

 

 

  ريال         

( ) اذا كان معدل الدخل عن رسوم الطلاب معطى بالعلاقة   (   )
  

 (     ) 

 سنوات 3هو الزمن بالسنوات فأحسب الدخل الكلي المتوقع من الرسوم خلال  tحيث 
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 / القيمة الرأسمالية :2

 : قاعدة 

 

 

 

 : مثال 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ∫      ( )  

  

 

 

 

 ∫      ( )  

  

 

 

 ( )     

∫             

 

 

 

[   
       

     
]
 

 

 ريال        

سنوات فما هي القيمة الرأسمالية لهذا  3ريالا في الشهر فترة  05اذا اعتبرنا دخلا ثابتا مقدارة 

%6الدخل اذا كانت الفائدة هي   

t=3 

 القيمه الرأسمالية = 

 

شهرا 36=12×6سنوات =  3  

R=0.06 
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 / التحليل الحدي :3

 : قاعدة 

 

 

  : مثال 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ∫
  

  
   

  
  

 
 
    

 
     

    
( ) 

 
 
  ( ) 

 
     

               

    ( )    ( )    

  ريال          

اذا كان الخل الحدي بالنسبة لمبيعات سيارات هو معطى بالعلاقة 
  

  
            

بما ان 
  

  
            

∫فأن 
  

  
 ∫           

 T=0تكون      x=0عندما 

 5فان المبيعات =  5عدد السيارات =

C=0 

 فان      X=5اذا كانت 
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  : تمرين 

 

∫      ( )  

  

 

 

 ( )     

∫             

 

 

 

 [   
       

     
]
 

 

    

 (   
      ( )

     
)  (   

      ( )

     
) 

 (   
       

     
)  (   

  

     
) 

 (   
      

     
)  (   

 

     
) 

 (
       

     
)  (     ) 

                 

سنوات فما هي القيمة الرأسمالية لهذا  0ريالا في الشهر فترة  35اذا اعتبرنا دخلا ثابتا مقدارة 

%0الدخل اذا كانت الفائدة هي   

R=0.00 

 

 


