بسم الله الرحمن الرحيم

المحاضرة (2)
بـ عنوآآن }*
التفاضل وتطبيقاته التجارية  ،،

مقدمة :..
· يهتم حساب التفاضل بالتحليل الرياضي لمعدل التغير .
· : بحساب معدل التغير في متغير ما بالنسبة  لمتغير آخر.
· معدل التغير :بين أي ظاهرتين (متغيرين) ، مثلا :
إذا كان الربح مثلا يتغير بتغير كمية الإنتاج و الطلب على سلعة ما يمكن أن يتغير بتغير السعر فقد يكون من المهم  أن يحسب معدل التغير للربح بالنسبة لكمية الإنتاج أو معدل تغير الكمية المطلوبة بالنسبة للسعر .

قواعد التفاضل :..
يطلق على عملية التفاضل في بعض الأحيان إيجاد المشتقة الأولى للدالة ..
 (
يعني الـ 
y
 تابع لـ 
x
بمعنى أخر أنه يتأثر بالتغيرات التي تحدث بـ 
x
فـ بمقدار تغير الـ 
x
 يكون تغير الـ
 y 
 سواء كان هذا التغير زيادة أو نقص
 
)ودائماً يكون لدينا علاقة بين متغيرين احدهما متغير تابع وهو y و الأخر متغير مستقل وهو x ويكون المطلوب هو حساب مقدار التغير في المتغير التابع إذا تغير المتغير المستقل بمقدار وحدة واحدة ،.

المعطى :.  دالة أو معادلة ..                            y = 5x+9           
 (
نفترض أن هناك دالة أو معادلة بهذا الشكل
)                                                  
 (
نلاحظ أن  
y
 يعتمد على قيمة 
x
 ، 
x
  تحدد أولاًوبالتالي بناء عليها تكون قيمة الـ 
y
  .. لهذا جاءت كلمة المستقل والتابع ..
)                                                             
                                                   

                                                                

 (
بمعنى أخر ما لذي يحدث لـ 
y
إذا زادة 
x
 بمقدار وحده واحدة ..
)                                                                dy
المطلوب :.  المشتقة الأولى لدالة ..            ؟؟؟؟ =   ــــــــــ
                                                                 dx                    

القاعدة الأولى تفاضل المقدار الثابت :..
 (
نرى أن الـ 
x
  ف هذه الحالة غير موجود لأن  
x
  ف هذي الحاله تكون
 
x
0 
 وف المحاضرة الأولى وضح ذلك ..
)تفاضل القيمة الثابتة تساوي دائماً صفر فمثلاً إذا كانت الدالة على شكل :..
 y=15                 


فإن المتغير التابع y يأخذ قيمة ثابتة دائماً مهما تغير المتغير المستقل x  وعلى ذالك فإن تغير المتغير التابع y  لن يؤثر على المتغير المستقل x  ومن ثم  يمكن صياغة هذه النتيجة رياضياً كما يلي :. 
 (
نستنتج من القاعدة أن حالة المتغير التابع  
y
  لا يعتمد على المتغير  
 x
 بحكم أن 
x 
  ف هذه الحالة غير موجودة ..
)dy                           
    0              =   ــــــــــ
                          dx
 (
نرى أن الناتج ف المعادلة = صفر  وذلك لأن الـ
 
 
x
 غير موجود ..
)



 (
يتم تنزيل الأس كما هوا ونطرح منه واحد ..
)القاعدة الثانية :.  تفاضل xn ..
تفاضل المتغير x  المرفوعة إلى أس :..
يتم تنزيل الأس والطرح منه واحد فعلى سبيل المثال :..
 (
مثل ما أنتو شايفين نزلنا الأس (
5
) ك مضروب وطرحنا منه واحد صار الأس (
4
) نطبق على المعادلة  التالية
)                                                                          dy 
                                      5 x4                                          =   ــــــــــ                  y = x5    - 1
                                                                           dx
 (
15 اضربها ف الأس 
4
 ،، 15 × 4 = 60
الحين نطرح من الأس 
واحد
  ،،  4 
–
 1 = 3 
)                                            
 (
 
معادلة من الدرجة الأولى  ،،  الـ 
x
 هنا ماعليه أس يعني الـ
x 
 هنا أسها 1 ،، نحل بنفس الطريقة    
y =10x
  
10 
×
 1
 = 
10
  الحل يكون 
10 
 فقط من غير الـ 
x
 لأن الأس ف هذي الحالة بعد الطرح منها تساوي الصفر يعني بما             أن الـ 
x
 هنا تساوي الصفر مانكتبها ..
)


                                                                                     dy
   60 x3                                                                           =   ــــــــــ                  y =15 x4     2-
                                                                                     dx
                          
                                                                                      dy
                                                              10                 =   ــــــــــ                       3 -    y =10x
                                                                      dx                                                                                                                        

 (
تنحل بنفس طريقة الأمثلة إلي قبل
)القاعدة الثالثة :  الدوال كثيرات الحدود :..
 (
نضرب الأس ف الرقم ونطرح من الأس واحد .. مثال لتوضيح
3x
+
10 x
2 
 
+ 
6
 x
3
 
 = 
y
18 x
2                                
 = 
3
 × 
6
20x                      
 = 
2
 × 
10
3                           
 
1 =
 ×
3
كذا تكون طريقة الحل  .. نطبقها ع المعالة 1 و2  ..
)وهنا يتم التعامل مع كل حد على حدة باستخدام  نفس القاعدة السابقة ..
مثال:..                                           
y=5 x4  + 6 x3 + 8 x2 + 3x                             1-
 (
الـ 
30
 جزء ثابت عند الاشتقاق يختفي
)                                                       dy
 20 x3 + 18 x2 + 16x + 3                =   ــــــــــ           
 dx                                                                    

                30 + 10 X3  - 5 X2 + 15x +  y=20 x5 2- 
                                                                 dy
 100 x4 + 30 x2 - 10 x + 15                       =   ــــــــــ           
 dx                                                                                               

القاعدة الرابعة :  مشتقة حاصل ضرب دالتين  :..
 (
نطبق القاعدة إلي فوق
( 
3x + 1
 ) هذي الدالة الأولى ،
(
7x 
 
–
 
X
 2
 )
 هذي الدالة الثانية ..
طريقة الحل ..
2x - 7) + (X
 2
 – 7x
 ) (3 ) 
 ) ( 
3x + 1
 )
ونفس الطريقة أطبقها ف المعادلة الثانية
 ..
)مشتقة حاصل ضرب دالتين = الدالة الأولى كما هي × مشتقة الدالة الثانية  + الدالة الثانية كما هي ×مشتقة الدالة الأولى 
                   ؟         (7x  – X 2 ) (  3x + 1) y=      1-
                                                                       dy
   ( 3x + 1 )  ( 2x - 7 )  + (X 2 – 7x ) (3)                 =   ــــــــــ           
 dx                                                                                            
               ؟        ( 5 X2 + 2x ) ( 10 X3 - 12) y=      2-
                                                                          dy                       dy
 (
د. ملفي قال مطالبين بعملية التبسيط ..
نضرب إلي موجود ف الأقواس ب الأقواس الأخرى أو اضرب الثابت إلي خارج القوس بما داخل القوس ..أتوقع الكل يعرف طريقة التبسيط ،.
 
)  =  (10 X3 – 12 ) ( 10x + 2) + (5 X2 + 2x ) (30 X2)   ــــــــــ           
 dx                                                                                             







القاعدة الخامسة :  مشتقة حاصل قسمة دالتين :..
 (
نطبق القانون ..
هذي خطوات القانون
لما يقول المقام يعني نزل  المقام مثل ما هوا × نعمل تفاضل للبسط - نزل البسط مثل ما هوا × نعمل تفاضل للمقام
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
2                                       
 ( المقام )
 ينزل مثل ما هوا
تفاضل البسط يقصد فيه
4x
 تفاضله بـ
4 
  و
2  
 تفاضله بـ صفر
4 + 0 
 = 
4
 هذي طريقة التفاضل
نطبق على المثال  ..
)                                       البسط      
 مشتقة حاصل قسمة دالتين   =   ــــــــــ   =        
                                               المقام                                                        
المقام ×مشتقة البسط  –  البسط × مشتقة المقام                                                                      
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ          
                       2 ( المقام )

مثال :..
                       4x+2                     هذا البسط ..
                       ــــــــــ  y=       
                         3x                         هذا المقام..

                 6   dy              (3x) (4) – (4x+2) (3)        12x – 3x - 6          
                ــــــــ     =    ــــــــــــــــــــــــــ   = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   =   ــــــــــ           
 dx                            (3x) 2                               9x2                   9x2                

 (
طريقة الحل ...
نضرب 
3x 
 × 
4
 = 
12x
ونضرب الـ 
3
 مره ف 
4
 ومره ف 
2
3 
 ×
 2 
= 
6
3 
 × 
4x
 = 
12x
الـ 
6
 - 
12x – 3x 
     
     
 
6
             
ــــــــــــــــــــــــــــــ 
   
= 
   
ــــــــــ
  
9x
2
            
 
                    
 
9x
2
نسوي عملية التربيع 
2
(
3
)
عند تربيع الـ 
3
 يعطينا 
3
و عند تربيع الـ 
x
 يعطينا 
x
2
)














القاعدة السادسة :  مشتقة القوس المرفوع لأس :..
 (
افترض أن القوس هذا اسمه  
x
يعني اعتبروها  
X
3
  
 تفاضلها راح اشرح على المعادلة إلي فوق ،، و راح يكون بالشكل هذا
3 ( …. )
2
أنز إلي بداخل  القوس مثل ما هوا
( 15
 X
2
 + 20 )
 3
    
  اضرب الأس ف  
15
 X
2
3 
× 
30x   =15x
2
عشان تثبت أكثر تابعو طريقة الحل ف المعادلتين
)مشتقة القوس المرفوع لأس = تفاضل القوس × ما بداخله
مثال :..
y= ( 15 X2 + 20 ) 3               1-
                                            dy
  (30x 2 ( 15 X2 + 20 ) 2   3 =   ــــــــــ           
 dx                                                        

y=   ( 10 X3 - 12 X2 + 5 ) 5                                       2-
                                                                 dy
  (24x 30 X2  -) 4  ( 10 X3 - 12 X2 + 5 )  5  =   ــــــــــ           
 dx                                                                                                      
 
القاعدة السابعة :  المشتقات العليا للدالة ..
مثال:..
 (
ايش يعني مشتقات عليا ؟؟؟
جبنا حاجة اسمها المشتقه الأولى
ف هذي القاعد نقدر نجيب المشتقة الأولى والثانية والثالثة والرابعة يعني نعمل تفاضل ،،
مثلا جبت المشتقة الأولى
اسوي لها تفاضل ثاني تعطيني المشتقة الثانية
اسوي لها تفاضل ثالث تعطيني المشتقة الثالثة
شوفو حل المعادلة لتوضيح ..
)أوجد المشتقة الثالثة للدالة التالية :..
y= 15 X4 + 12 X3 + 20 X2 - 5x + 12  1-      
  dy                                         
5 -  40x + X2 36 +60 X3  =   ــــــــــ          ألاشتقاق الأول .. 
 dx                                                      

dy                                            
      40 + 180 X2 + 72x   =   ــــــــــ                ألاشتقاق الثاني ..
 dx                                                       

dy                                       
              360x + 72    =   ــــــــــ              ألاشتقاق الثالث ..
 dx                                                   




 (
المرونة نوعين :..
مرونة الطلب السعرية .
مرونة الطلب الدخلية .
ماذا يقصد بالمرونة :.. هي استجابة السلعة أو الخدمات استجابتها لتغير في السعر أو الدخل ،.
)
التطبيقات الاقتصادية والإدارية للتفاضل :..
1- المرونة ..

تعرف مرونة الطلب السعرية : على أنها مدى استجابة التغيرات في الكمية المطلوبة من سلعة أو خدمة للتغيرات في سعرها . 
 (
يقصد بالقيمة المطلقة :.. يعني بدون إشارة أتوقع الكل يعرف القيمة المطلقة ،.
)أما مرونة الطلب الدخلية   فتعرف على أنها : مدى استجابة التغيرات في الكمية المطلوبة من سلعة أو خدمة للتغيرات في الدخل . 

حالات المرونة السعرية (م) :..
· القيمة المطلقة للمرونة      =  صفر  (  طلب عديم المرونة  )
· القيمة المطلقة للمرونة      < 1      (طلب قليل المرونة أو غير مرن  )
· القيمة المطلقة للمرونة      = 1        ( طلب متكافي المرونة )
· القيمة المطلقة للمرونة      > 1      ( طلب مرن )
· القيمة المطلقة للمرونة     =  مالا نهاية ( طلب لانهائي المرونة )
 (
قال مشتقة يعني  هنا راح نستعمل التفاضل ،.
)
قياس مرونة الطلب ..

مرونة الطلب باستخدام التفاضل :..
م = المشتقة الأولى لدالة الطلب  ×        السعر 
                                         ــــــــــــــــــــــــــــــ           
                                                       الكمية المطلوبة
لاحظ أن ..
المشتقة الأولى لدالة الطلب = معدل تغير الكمية المطلوبة بالنسبة للسعر ،.
مثال (1):..
 (
نطلع المشتقة الأولى لدالة الطلب
( 
D= 80-6x
 )
الـ 
80
 تفاضلها بصفر ،،
والـ
 
-6x
 تفاضلها بـ 
6
-
يعني الدالة راح تكون بالشكل هذا
D
/
 = 80-6
 
وبعدين نطبق القانون ونطلع الناتج 
نتابع باقية الحل ف المعادلة
 ..
)إذا كانت دالة الطلب على سلعة ما هي ( D= 80-6x ) أو جد معامل المرونة إذا كانت الكمية المطلوبة  هي 100 وحدة عند سعر يساوي 10 ريال ؟
الحل ..
أولاً: نوجد المشتقة الأولى لدالة الطلب  D/ = 80-6 
ثانياً : التعويض في القانون ..
م = المشتقة الأولى لدالة الطلب  ×        السعر 
                                         ــــــــــــــــــــــــــــــ           
                                                       الكمية المطلوبة 
                       10
    م =( 6-) ×  ــــــــــــ  = 6.0 -               الناتج طلع < 1 
                        100     
حيث أن القيمة المطلقة ( أي الناتج بصرف النظر عن الإشارة ) لمعامل المرونة
أقل من الواحد  الصحيح إذا فالطلب ف هذه الحالة قليل المرونة أو غير مرن  ،. 
 (
نحلها بنفس طريقة المثال(1)
)


مثال(2) :..
إذا كانت دالة الطلب على سلعة ما هي ( D= 200-10x ) أو جد معامل المرونة إذا كانت الكمية المطلوبة  هي200  وحدة عند سعر يساوي  20 ريال ؟
الحل ..
أولاً: نوجد المشتقة الأولى لدالة الطلب  D/ = - 10
ثانياً : التعويض في القانون ..
م = المشتقة الأولى لدالة الطلب  ×        السعر 
                                         ــــــــــــــــــــــــــــــ           
                                                       الكمية المطلوبة
20                       
م =  ( 10-)  × ــــــــــــ   =   1-               الناتج طلع  = 1
                    200
حيث أن القيمة المطلقة ( أي الناتج بصرف النظر عن الإشارة ) لمعامل المرونة
يساوي الواحد  الصحيح إذا فالطلب ف هذه الحالة متكافئ المرونة  ،.

مثال (3) :..
إذا كانت دالة الطلب على سلعة ما هي ( D= 15x - 20 ) أو جد معامل المرونة إذا كانت الكمية المطلوبة  هي1000  وحدة عند سعر يساوي  100 ريال ؟
الحل..
أولاً: نوجد المشتقة الأولى لدالة الطلب   D/ = 15
ثانياً : التعويض في القانون ..
م = المشتقة الأولى لدالة الطلب  ×        السعر 
                                         ــــــــــــــــــــــــــــــ           
                                                       الكمية المطلوبة
100                         
     م = (15) ×   ـــــــــــــ    =   5. 1            الناتج طلع > 1
                        1000
حيث أن القيمة المطلقة ( أي الناتج بصرف النظر عن الإشارة ) لمعامل المرونة
أكبر من الواحد  الصحيح إذا فالطلب ف هذه الحالة مرن ،.
 (
ما راح  أحلها لكم لأنها واجب مطالبين ف حلها :) ~ اختبرو فهمكم لطريقة حل المعادلة .. طبعا حلها بنفس طريقة المعادلات إلي قبل ..
)تمرين واجب :..
إذا كانت دالة الطلب على سلعة ما هي ( x +20 5. 1=  (Dأو جد معامل المرونة إذا علمت الكمية المطلوبة  هي600  وحدة عند سعر يساوي  200 ريال ؟

التطبيقات الاقتصادية والإدارية للتفاضل :..
2- الاستهلاك والادخار :..
1- الميل الحدي للاستهلاك = المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك K  حيث الاستهلاك دالة في الدخل .
قيمة الميل الحدي للاستهلاك تكون موجبة ولكنها أقل من الواحد الصحيح ( أي كسر موجب )
2- الميل الحدي للادخار= المشتقة الأولى لدالة الادخار S  حيث الادخار دالة في الدخل
قيمة الميل الحدي للادخار تكون موجبة ولكنها أقل من الواحد الصحيح ( أي كسر موجب ) كذلك .
الميل الحدي للاستهلاك + الميل الحدي للادخار = 1

مثال(1) :..
 (
K
/
 هو الميل الحدي للاستهلاك وهو المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك
هنا سوينا تفاضل للمعادلة
)إذا كانت دالة الاستهلاك هي  (20 X2.0  -  x 6.0 +15   K= )المطلوب أوجد كل من الميل الحدي للاستهلاك  والميل الحدي للادخار :..
الحل ..

1- الميل الحدي للاستهلاك هو المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك :. 
04 x.0  -  6.0  = K/

2-  (
2- هنا نعوض عن الـ
 X
 إلي فوق ف الحل (1) بـالـ
1
 ريال ..
شوفو طريقة الحل ف المثال (1)
)الميل الحدي للاستهلاك عند دخل يساوي 1 ريال:..
04 x 1             .0 -  6.0  = K/
04                   .0 -  6.0  =
56                           .0   =

3- الميل الحدي للادخار عند دخل يساوي 1 ريال هو :..
 (
3- هنا نطرح الـ
 1
 من الناتج
56                        
.
0
)56                        .0 -1 
                    44.0  =

التطبيقات الاقتصادية والإدارية للتفاضل :..
4- النهايات العظمى و الصغرى :..

خطوات إيجاد النهايات العظمى والصغرى ..
1- يتم إيجاد المشتقة الأولى للدالة .
2- يتم إيجاد المشتقة الثانية .
3- تحديد نوع النهاية ( عظمى – صغرى ) .

إذا كانت إشارة المشتقة الثانية سالبة  يعني ذلك وجود نهاية عظمى للدالة والعكس صحيح ،،.

 (
شرحت قبل كذا عن طريقة التفاضل وكيف طريقة إيجاد المشتقة الأولى والثانية
إذا طلع قيمة المشتقة الثانية سالبة 
فهي تحقق نهاية عظمي 
..
وإذا طلع قيمة المشتقة الثانية موجبة فهي تحقق نهاية صغرى ..
تابعو طريقة الحل ف المثال (1) و (2) ..
)مثال(1) :..
إذا كانت دالة الربح الكلي تأخذ الشكل :-
P= - 0.4x2 + 300x -2000
حدد ما إذا كانت هذه الدالة تمثل نهاية عظمي أم صغري ؟
الحل ..

1- المشتقة الأولى للدالة :..
P/ = -0.8x + 300

2- المشتقة الثانية للدالة :..
P// = -0.8

نجد أن قيمة المشتقة الثانية للدالة سالبة إذاً فهي تحقق نهاية عظمي ..

مثال (2) :..
إذا كانت دالة الربح الكلي تأخذ الشكل :..
P= 500-0.2x +0.1x2
حدد ما إذا كانت هذه الدالة تمثل نهاية عظمي أم صغري ؟
الحل ..
1- المشتقة الأولى للدالة :..
P/ = -0.2 + 0.2x
2- المشتقة الثانية للدالة :..
P// = 0.2
نجد أن قيمة المشتقة الثانية للدالة موجبة إذاً فهي تحقق نهاية صغرى .

4- الربح الحدي :..
1- الإيراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة
2- الربح الكلي = الإيراد الكلي – التكلفة الكلية
3- الإيراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي .
4- التكلفة الحدية = المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية .
5- الربح الحدي = المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي .
6-  الربح الحدي = الإيراد الحدي – التكلفة الحدية .
 
 (
الإيراد الحدي هو تفاضل الإيراد الكلي ..
ايش يعني إنتاج وبيع 10 وحدات ؟؟
يعني 10 =  
x
عند الحل نعمل تفاضل
تابعو طريقة الحل ف المثال (1)
)


مثال(1) :..
إذا علمت أن دالة الإيراد الكلي لإحدى الشركات تعتمد على العلاقة التالية :..
		R=  12 X3  + 20 x2  -  10x  +  30
أوجد الإيراد الحدي عند إنتاج أو بيع  10وحدات ؟
الحل ...
الإيراد الحدي =المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي 
 (
هنا شلنا الـ
x 
 وحطيت مكانها الـ 10
)36 x2 +40x-10    = R           هذي اسمها دالة الإيراد الحدي ..
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدات إذا 10 = x
   3990 =  10- 10 × 102 + 40 × 36 = 36 x2 +40x-10  = R           

مثال(2) :..
إذا كانت الدالة المعبرة عن سعر بيع الوحدة في إحدى الشركات تعتمد على العلاقة التالية :..
                                 4 x2 + 6x + 5  = ( سعر بيع الوحدة )
حيث أن   x تشير إلى عدد الوحدات المباعة  ..
 (
قال أن 
x
 تسمى عدد الوحدات المباعة
وهذي دالة سعر الوحدة (
 4 x
2
+6 x + 5 
 ) = 
R
الحين نضربهم ف بعض ..
يعني الـ
x 
 مره اضربها ف 
4 x
2
  ومره اضربها
ف 
6 x
 ومره اضربها ف 
5
لما اضرب يعني اجمع الأسس
هنا نسوي التفاضل
نتابع طريقة الحل ف المثال (2) ..
)المطلوب :.. 
إيجاد الربح الحدي عند إنتاج وبيع 15 وحدة ؟
الحل ...
1- الإيراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة .
x × ( دالة سعر بيع الوحدة ) = R
X = 4 x3  + 6 x2 + 5x × ( 4 x2+6 x + 5  ) = R

2- الإيراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي . 
R/ =  12x2 +  12x  + 5 
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 15 وحدات إذاً  x=15 
R/ =  12x2+ 12x +5 = 12×152 + 12×15 +5=2885  ريال            هنا شلنا الـ x وحطيت مكانها 15
 
 (
نفس طريقة حل المثال (2)
)
مثال (3) :..
في إحدى شركات الاستثمار وجد أن سعر بيع الوحدة يتبع العلاقة التالية :..
                           + 5 x - 20 10 X3  –  11 x2  =  ( سعر بيع الوحدة ) Selling price 
حيث أن  x  تشير إلى عدد الوحدات المباعة ..
المطلوب :..
إيجاد الربح الحدي عند إنتاج وبيع 5  وحدات   ؟
الحل ..
1- الإيراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة 
x × ( دالة سعر بيع الوحدة ) = R
X = 10 x4 – 11 X3 + 5 x2 - 20 × (10 X3 – 11 x2 + 5x - 20) = R
2- الإيراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي . 
R/ =  40x3 -33x2 + 10x - 20                     هنا سوينا التفاضل 
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 5 وحدات إذاً x=5 
R/ =40x3 -33x2 + 10x – 20                     وهنا حطينا 5  مكان الـ x 
     = 40×53 -33×52 +10×5 -20    = 4205ريال

مثال (4) :..
 (
عطاني التكلفة الكلية
وطلب مني التكلفة الحدية يعني ع طول نسوي التفاضل
وبعدين نحط الـ 10 مكان الـ  
x
ونضرب بنفس طريقة حل الأمثلة السابقة ..
)إذا علمت أن دالة التكاليف الكلية  تأخذ الشكل :..
10 x2  – 12x + 15  = C 
المطلوب :..
إيجاد التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 10 وحدات   ؟
الحل ..
التكلفة الحدية = المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية . 
C = 10x2 - 12x + 15    (التكاليف الكلية ) 
C/ =  20x -12  (التكاليف الحدية )          
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدات إذاً  x=10 
C/ =  20x -12 = 20 × 10  - 12 =188  ريال 
 (
هنا طلب الربح الحدي مشتقة أولى لربح الكلي ..
 والربح الكلي مو عندي ..
نقول أن الربح الكلي هو عبارة عن 
ال
إ
يراد الكلي – التكلفة الكلية
يعني الربح الحدي هو تفاضل للربح الكلي
ما عندنا الربح الكلي نجيبه ...  كيف أجيبه ؟؟
نقول : 
ال
إ
يراد الكلي – التكلفة الكلية
 .
راح نسمي الربح 
 
P
  ،، 
 والإيراد الكلي
 
R  
 ,,
 والتكاليف  
C
 ،، 
الحين نسوي القانون هذا ونطرح الدالتين من بعض 
    P = R – C
، 
R – C
        يعطينا أرباح .
هذي دالة الإيراد 
   (2x
3
 - 6x
2
 + 10x -15)    
وهذي دالة التكاليف  
(15x
2
 + 9x -17)
  
يبغى منا نطرحهم ( ملاحظة عند الطرح نطرح الأرقام المتشابها ف الأسس 
2x
3
 - 6x
2
 + 10x -15
   15x
2
 + 9x -17                
=  2x
3
  -  21x
2
  +  x  + 2               
 هذي اسمها  
P
تكون بنفس الطريقة هذي   نشوف الحل ف المعادلة
وباقي الحل بنفس طريقة المعادلات السابقة ..
ونفس الطريقة بالمثال(7) ..
) (
قاعدة :. الإيراد الحدي هو المشتقة الأولى  للإيراد الكلي
و
الربح الكلي 
هو عبارة عن 
ال
إ
يراد الكلي – التكلفة الكلية
)مثال(6) :..
إذا علمت أن دالة الإيراد الكلي لإحدى الشركات هي :..
2 X3 - 6 x2 + 10x – 15 = R
ودالة التكاليف الكلية تأخذ الشكل :..
15 x2 + 9x – 17 = C 
المطلوب :..
أوجد حجم الأرباح الحدية عند إنتاج وبيع  30 وحدة ؟
الحل ..
الربح الكلي = الإيراد الكلي – التكلفة الكلية 
P = R – C
    =(2x3 - 6x2 + 10x -15)- (15x2 + 9x -17)
    = 2x3 - 21x2 + x + 2
الربح الحدي = المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي . 
P = 2x3 - 21x2 + x + 2 
P/ = 6x2 - 21x + 1
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 20 وحدة إذاً  x=30 
P/ = 6x2 - 21x + 1 = 6×302 - 21×30 + 1 = 4771 ريال 




مثال(7) :..
إذا علمت أن دالة الإيراد الكلي لإحدى الشركات هي :..
12 X3 + 5 x2 – 2x + 100 = R
ودالة التكاليف الكلية تأخذ الشكل :..
10 x2 + 3x + 20 =  C
المطلوب :..
أوجد حجم الأرباح الحدية عند إنتاج وبيع  25 وحدة ؟
الحل ...
الربح الكلي = الإيراد الكلي – التكلفة الكلية
P = R – C
=( 12x3 +5x2 - 2x +100)- (10x2 + 3x +20)
= 12x3 + 15x2 - 5x + 80
الربح الحدي = المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي .
P = 12x3 + 15x2 - 5x + 80
P/ = 36x2 + 30x - 5
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 25 وحدة إذاً  x=25
P/ = 36x2 + 30x - 5 = 36×252 + 30×25 -5 = 23245 ريال

تمرين شامل (1)  :..
 (
ا
ول شي : راح نعمل تفاضل للإيراد الك
لي
R
 ونعوض عن الـ 
x
 بـ 10 ..
ثانيا : ونعمل تفاضل الـ
 
C 
 ونوجدها ونعوض عن الـ 
x
 بـ 12 ..
ثالثا : الربح الكلي وهو الـ 
P = R - C
رابعا : الربح الحدي هو تفاضل الربح الكلي الي هي الـ  
P
/
 ونعوض عن الـ 
x
 بـ 5
)تعتمد إحدى الشركات على مجموعة من الدوال لتحديد كل من التكاليف الكلية و الإيرادات الكلية و تأخذ هذه الدوال الشكل التالي:-
R = 30 x4 + 12x2 - 6 x + 15
C = 13 x3 - 5x2 +3 x -20
المطلوب :-
1- حجم الإيراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .
2- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 12 وحدة .
3- دالة الربح الكلي .
4- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات .

 (
هنا نعمل 
تفاضل
 للمعادلة 
وبعدين نعوض الـ 
x
 بـ 
10
)الحل ...
1- حجم الإيراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات :-
R = 30 x4 + 12x2 - 6 x + 15
R/ =120 x3 + 24x2 - 6
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدة إذاً  x=10
R/ =120×103 + 24×102 - 6 = 122394 ريال
 (
وهنا نفس الشيء نعمل 
تفاضل
 للمعادلة 
وبعدين نعوض الـ 
x
 بـ 
12
)
2- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 12 وحدة :-
 (
الربح الكلي هو :.. 
P = R 
–
 C
اعطانا معادلة الـ 
R
 والـ 
C
 
راح 
نطرح
نطرح المتشابه
 بالطريقة هذي ..
R = 30 x
4
 + 12x
2
 - 6 x + 15
-
C = 13 x
3
 - 5x
2
 +3 x -20
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
7  
x
2
 
 
-9
 
x
 
+
35   
+ 
13 x
3
 -  
30 x
4
 =
)C = 13 x3 - 5x2 +3 x -20
C/ =39 x2 - 10x + 3
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 12 وحدة إذاً  x=12
C/ = 39×122 - 10×12 + 3 = 5499 ريال

3- دالة الربح الكلي :-
R = 30 x4 + 12x2 - 6 x + 15
C = 13 x3 - 5x2 +3 x -20
P = R - C = 30 x4 - 13 x3 + 7x2 - 9 x + 35
 (
هنا نعمل تفاضل  للمعادلة
 
وبعد كذا نعوض الـ 
x
 بـ 12
)4- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات :-
P = 30 x4 - 13 x3 + 7x2 - 9 x + 35
P/ = 120 x3 - 39x2 +7x – 9  
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 12 وحدة إذاً  x=12
P/ = 120 ×123 - 39×122 +7×12 – 9  = 201819  ريال

تمرين شامل (2) :..
لاعتبار المنافسة الحادة في الأسواق العربية قامت شركة الفرسان بتحديد الدوال الممثلة لكل من سعر بيع الوحدة و التكاليف الكلية و وجدت أنها على الشكل التالي :-
   = 3x2 + 25x -18 (سعر بيع الوحدة) Selling price
C = 10 x2 + 2x -5
المطلوب :.
1- دالة الإيراد الكلي .
2- حجم الإيراد الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات .
3- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 20 وحدة .
4- دالة الربح الكلي .
5- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .
 (
هنا نضرب الـ 
X
 بكل رقم داخل القوس
يعني الـ 
X
 مره اضربها ف 
3x
2
ومره ف 
25x
ولما نضرب يعني نزود ف الأس
شوفو طريقة الحل ف المعادلة عشان يوضح لكم إلي أنا قلته ..
 
)الحل ..
1- دالة الإيراد الكلي :-
الإيراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة
  x×) دالة سعر بيع الوحدة ) R =
R = (3x2 +25x -18 )X  x   
 (
هنا نعمل تفاضل للمعادلة
وبعدين نعوض الـ 
X
 بـ 5
 ..
)= 3x3 +25x2 – 18x       
2- حجم الإيراد الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات :-
R  = 3x3 +25x2 - 18x
R/ =9x2 + 50x - 18
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 5 وحدة إذاً  x=5
 (
وهنا نعمل تفاضل للمعادلة 
C
 يعطينا التكاليف حديه
وبعدين نعوض الـ 
X
 بـ 20
)R/ =9×52 + 50×52 - 18 = 1457 ريال
3- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 20 وحدة :-
C = 10 x2 + 2x -5
C/ =20 x + 2
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 20 وحدة إذاً  x=20
 (
هنا الربح الكلي مو موجود
عشان أجيب الربح الكلي هو بالطريقة هذي
P = R – C
عندنا الإيراد الكلي والتكاليف ولازم نجيب الربح
نطرح 
الارقام إلي أسها متشابه 
مثل طريقة ال
تمرين
 (1) 
لتوضيح أكثر تابعو طريقة الحل ..
)C/ = 20×20+ 2  = 402 ريال

4- دالة الربح الكلي :-
R = 3x3 +25x2 – 18x
C = 10 x2 + 2x -5
P = R - C = 3x3 + 15 x2 – 20x +5

4- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات :-
 (
الربح الحدي هو تفاضل الربح الكلي
يعني نسوي تفاضل لمعادلة الربح الكلي
وبعدين نعوض الـ 
X
 بـ
 
10
)P = 3x3 + 15 x2 – 20x +5
P/ = 9x2 + 30x -20
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدة إذاً  x=10
P/ = 9 ×102 + 30×10 - 20   = 1180 ريال







