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(معدل الربح المركب-معدل الربح البسيط) الرياضيات المالية: الفصل الثاني  

تطبيقات اقتصادية  – الاتصال-النهايات )قوانين لفصل الثالث: النهايات والاتصالا  

( الإيراد الحدي، التكلفة الحدية، الربح الحدي: )الاقتصاديةالتطبيقات -الدوال  مشتقات- (الاشتقاق) الفصل الرابع: التفاضل  

المعادلات التفاضلية  –تطبيقات اقتصادية  –التكامل المحدود  –التكامل الغير محدود  –: التكامل الفصل الخامس  

 

 خطة توزيع الدرجات

 البنود الدرجة

 والمادة العلمية او مشاهدتها تحميل المحاضرات 01

 واجبات( 4) الواجبات 01

 الاختبار الفصلي 01

 الاختبار النهائي 01

 المجموع 011
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 المجموعات اولا:
 

                                          𝐀 =  { 𝟏, 𝟐, 𝟓, 𝟕}                         ⟹    𝒏(𝑨) =  𝟒 

                                          𝑩 =  { 𝟑,   𝟖,   𝟗,   𝟏𝟏,   𝟏𝟓}     ⟹    𝒏(𝑩) =  𝟓 

                                 𝜙 =  { }                                   ⟹    𝒏(𝜙) =  𝟎 

 

 

 

 

 

..............................................................................................................................................................................  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                           𝑿 = {𝟏, 𝟑, 𝟓, 𝟕, … . }                   ⟹ 

𝒀 مجموعة محدودة  = {𝟐, 𝟒, 𝟔, 𝟖, 𝟏𝟎}                    ⟹ 

 مجموعة غير محدودة 

{𝟓, 𝟕} = {𝟕, 𝟓}  الترتيب ليس له اهمية  ⟹                          

  الترتيب له اهمية

(𝒂, 𝒃) (𝟐, 𝟒) (𝟔, 𝟏) 

(𝒂, 𝒃) ≠ (𝒃, 𝒂) 

 الزوج المرتب 

(𝒙, 𝒚) = (𝒂, 𝒃) 𝒙 = 𝒂,           𝒚 = 𝒃 

 المسقط الأول 

 نيالمسقط الثا

 الاحداثي الأول 

 الاحداثي الثاني

 الاحداثي السيني

 الاحداثي الصادي
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  المجموعة  الزوج المرتب 

 الشكل {         }  (      )

∅ لا يوجد زوج مرتب خالي  = {   } 
 يوجد مجموعة خالية 

 الوجود

الزوج المرتب يتكون فقط من مسقطين 
قط الأول والمسقط الثاني او احداثيين المس

 الإحداثي الأول والاحداثي الثاني 

∅,  {𝟓},  { 𝟐, 𝟔, 𝟕}, {𝟐, 𝟒, 𝟔, … } 
يوجد مجموع خالية او بها عنصر او عنصرين 

 او ثلاثة او عدد لا نهائي 

 عدد العناصر 
 

(𝟑, 𝟓) ≠ (𝟓, 𝟑) 

  الترتيب مهم 
{3,5} = { 5,3} 

 الترتيب ليس له أهمية 
 العناصر ترتيب 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 والزوج المرتب المجموعة  مقارنة بين

  الشكل

 الوجود 

 عدد العناصر 

 ترتيب العناصر 

(𝒙, 𝒚) = (𝟑, 𝟕) 
𝒙 = 𝟑,   𝒚 = 𝟕 

(𝒂 + 𝟒, 𝟓) = (𝟗, 𝒃 − 𝟒) 

(𝒂 + 𝟏, 𝒃 − 𝟐) = (𝟑, 𝟏) 𝒂 = 𝟐,   𝒃 = 𝟑 

(𝒓 − 𝟏, 𝟔) = (𝟓, 𝒕 + 𝟐) 𝒓 = 𝟔,   𝒕 = 𝟒 

(𝒂 + 𝟒, 𝟓) = (𝟗, 𝒃 − 𝟒) 
𝒂 =. . ,   𝒃 = ⋯ 
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 Yو    Xالضرب الديكارتي لمجموعتين    
    Yالثاني من  ومسقطها Xزواج المرتبة التي مسقطها الاول من لاهو عبارة عن كل ا

𝒙  كان إذا مثال-0 = {𝟏, 𝟑 , 𝟓}   ,   𝒚 = { 𝒂 , 𝒃}       فأوجد حاصل الضرب الديكارتي 

    𝑿 × 𝒀   𝒂𝒏𝒅  𝒀 × 𝑿      ,  𝑿 × 𝑿 ,     𝒀 × 𝒀            ومثله بمخطط سهمي   

 الحـــــــــــــــــــــــــــل                                                     

 𝟏)          𝑿 =  {𝟏, 𝟑, 𝟓 }, 𝒀 =  { 𝒂, 𝒃 },   

             𝑿 × 𝒀 =  {𝟏, 𝟑, 𝟓} ×    {𝒂,  𝒃}, 

             𝐗 × 𝐘 = { (𝟏, 𝐚), (𝟏, 𝐛) , (𝟑, 𝐚), (𝟑, 𝐛),  (𝟓, 𝐚), (𝟓, 𝐛) }  

 

      X × Y            المخطط السهمي                                                     

 

𝟐)          𝒀 =  { 𝒂, 𝒃 }, 𝑿 = {𝟏, 𝟑, 𝟓 },    

             𝒀 × 𝑿 =    {𝒂,  𝒃} ×  {𝟏, 𝟑, 𝟓} , 

             𝐗 × 𝐘 = { (𝒂, 𝟏), (𝐚, 𝟑) , (𝐚, 𝟓), (𝐛, 𝟏),  (𝐛, 𝟑), (𝐛, 𝟓) }  

 

      X × Y            المخطط السهمي                                                     

 

𝟑)          𝑿 = {𝟏, 𝟑, 𝟓 },    𝑿 = {𝟏, 𝟑, 𝟓 },    

             𝑿 × 𝑿 =   {𝟏, 𝟑, 𝟓} ×  {𝟏, 𝟑, 𝟓} , 

   𝐗 × 𝐘 = {
 (𝟏, 𝟏), (𝟏, 𝟑) , (𝟏, 𝟓), (𝟑, 𝟏), (𝟑, 𝟑) , (𝟑, 𝟓),

(𝟓, 𝟏), (𝟓, 𝟑) , (𝟓, 𝟓),  
}  

 

      X × X            المخطط السهمي                                                     
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𝟒)          𝒀 =  { 𝒂, 𝒃 },      𝒀 =  { 𝒂, 𝒃 },    

             𝒀 × 𝒀 =   { 𝒂, 𝒃 } × { 𝒂, 𝒃 } , 

            𝐗 × 𝐘 = {(𝒂, 𝐚), (𝐚, 𝐛) , (𝐛, 𝐚), (𝒃, 𝐛)}  

 

      Y × Y            المخطط السهمي                                                     

…………………………………………………………………………………………………………………………………………………... 

 ملاحظات على الضرب الديكارتي 

𝐀كان المجموعة     إذا( 0 = { 𝟐, 𝟔, A       𝒏 (𝑨)فانه يرمز لعدد عناصر المجموعة     {𝟗   =  𝟑 

= 𝐁( اذا كان المجموعة    2 { 𝟒, B          𝒏 (𝑩)فانه يرمز لعدد عناصر المجموعة     { 𝟖   = 𝟐 

𝐀اصر حاصل الضرب    ( فان عدد عن3 × 𝑩       يرمز له بالرمز𝒏(𝑨 × 𝑩)  

                         𝒏(𝑨 × 𝑩) = 𝟔,   𝒏(𝑩 × 𝑨) = 𝟔    ⇒  𝒏(𝑨 × 𝑩) = 𝒏(𝑩 × 𝑨) 

                          (𝟑, 𝟒) ≠ (𝟒, 𝟑)    ⇒ 𝑨 × 𝑩   ≠ 𝑩 × 𝑨 

 

 

a 

 

b 

a 

 

b 

Y Y 
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 التربيعية الشبكة على ملاحظات
,+)  معا موجبين احداثياتها يكون الاول الربع في تقع نقطة أي + ) 

,−)احداثياتها     يكونالثاني  الربع في تقع نقطة أي + ) 

,−)   معاسالبين  احداثياتها يكونالثالث  الربع في تقع نقطة أي − ) 

,+)   احداثياتها الربع الرابع يكون في تقع نقطة أي − ) 

,±)   احداثها الصادي يساوي صفر على محور السينات تقع نقطة أي 𝟎 ) 

,𝟎)    علي محور الصادات احداثها السيني يساوي صفر تقع نقطة أي ± ) 

 تمارين متنوعة

,𝟐)( النقطة التي احداثياتها 1  الربع.......في  تقع     (𝟓−

 الرابع د(               الثالث            ج (                 ب( الثاني                        أ( الأول            

 تقع في الربع .......  (3-,1-)( النقطة 2

 د( الرابع                  الثالث        ج (        ب( الثاني                                   أ( الأول           

 تقع في .......  (0,7)( النقطة 3

 د( محور الصادات                 الربع الثالث   ج (              ب( محور السينات                    أ( الربع الأول   

 يمكن ان تساوي  .......   xتقع في الربع الثالث فان   (x ,x+3)( اذا كانت النقطة 4

  2-د(                             4- ج (                              3ب(                                 1-أ( 

 =a+ b     ... فان   (3, 5) = (a, b)كان     ( اذا 5

 2( د                              8( جـ                             5(   ب                                3(  أ

 =n(y)      ...فان   252n(y=(( اذا كان     6

 15( د                             10( جـ                            5(   ب                                2(  أ

× 𝐧 (𝐗  ( اذا كان     7  𝐘 )  =  𝟐𝟒 , 𝐧 (𝐗)  =  =n(y)     ... فان 𝟔 

 4( د                              6( جـ                             8(   ب                                 2(  أ

× 𝐗    كاناذا ( 8  𝐘  =  {(𝟐 , 𝟔) , (𝟐 , 𝐚) , (𝟑 , 𝟔) , (𝟑 , 𝐚), (𝟓, 𝟔), (𝟓 , 𝐚)}       فانx=…….. 

  {5,6}( د                       {a,6}( جـ                        {2,3}(   ب                         {2,3,5}(  أ

  ..…= n(y)      فان       n (X × Y )=122n(X ,   9 = (          ( اذا كان9

 21( د                                4( جـ                               6(   ب                                  3(  أ
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10)                                                          {𝟎}  × {𝟓}  = ⋯ .. 

 0( د                             5( جـ                      {(0,5)}(   ب                                 (0,5)(  أ

× 𝝐  { 3, 7 }  (5 ,3) اذا كان   ( 11   { a , 6 }                  فانa= …..    

 6( د                             5( جـ                               7(   ب                                3(  أ

 .………      فان       ,X × Z = Z × X           ( اذا كان12

𝑿(  أ = 𝒁                        ب   )𝑿 ≠ 𝒁                       جـ )𝑿 ∩  𝒁 =  𝑿              د )𝑿 ∩  𝒁 = 𝒁  

∋ (6,3)فان       Y={ 4, 5, 6}و         X={2, 3}( اذا كان  13 ⋯ 

𝑿(  أ × 𝒀                         ب    )𝒀 × 𝑿                       جـ )𝑿𝟐                              )د𝒀𝟐 

.......................................................................................................................................... 

 لدالةاوالعلاقة 

  هي Yالي مجموعة  Xالعلاقة من مجموعة 

  Yاو كل عناصر المجموعة  ببعض Xكل عناصر المجموعة  هي علاقة تربط بعض او

  هي Yالي مجموعة  Xالعلاقة من مجموعة 

  Yالثاني من  ومسقطها Xاو هي بعض او كل الأزواج المرتبة التي مسقطها الأول من 

𝐗كانت المجموعة       إذا مثال = {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝐘   والمجموعة      {𝟒 =  {𝟑, 𝟒, 𝟓,     Y الي Xمن  علاقة Rوكانت    {𝟔

𝐚تعني ان      𝐚𝐑𝐛  حيث + 𝐛 =  دالة ام لا    Rالعلاقة بمخطط سهمي وبين هل  ومثله Rاكتب بيان   العلاقة   𝟕 

 ل ـــــــــــــــــــــــــــــلحا
𝑹 = {(𝟏, 𝟔), (𝟐, 𝟓), (𝟑, 𝟒), (𝟒, 𝟑)}                            

   خرج منه سهم واحد فقط  xلان كل عنصر من عناصر  العلاقة دالة

    {1,2,3,4}   يساوي xمجال الدالة هو عناصر المجموعة 

    { 3,4,5,6}  يساوي yمدي الدالة هو ما وصلت اليه الأسهم في 

 

........................................................................................................................................... 

𝐗اذا كانت المجموعة      مثال  = {𝟑, 𝟓, 𝟕, 𝐘و المجموعة        {𝟖 =  {𝟏, 𝟒, 𝟔,     Yالي   Xعلاقة من   Rوكانت     { 𝟗

 دالة ام لا    Rومثله بمخطط سهمي وبين هل العلاقة    Rعلاقة اكتب بيان   ال  a  >  bتعني ان      𝐚𝐑𝐛    حيث  

1 

2 

3 

4 

3 
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X Y 

a b 
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 ل لحـــــــــــــــــــــــــــــ

𝐑 = {(𝟑, 𝟏) , (𝟓, 𝟏), (𝟓, 𝟒) , (𝟕, 𝟏) , (𝟕, 𝟒) , (𝟕, 𝟔) , (𝟖, 𝟏) , (𝟖, 𝟒) , (𝟖, 𝟔) } 

 

 

 

 

 مخرج منها اكثر من سه   8و     7و   5العناصر العلاقة ليست دالة لان 
 

.......................................................................................................................................... 

  ومدي الدالة في حالة العلاقة دالة تمثل دالة مع ذكر السبب واذكر مجال  العلاقات التاليةأي  امثلة بين

 

 

 

 

 

 

 

− 𝒂)ا كان ( اذ1 𝟐 , 𝟑)  =  (𝟐 , 𝒃)                 فان𝒂 −  𝒃 =  … 

  zeroد(                            1ج(                             2ب(                           3أ(           

× 𝐧 (𝐗(  اذا كانت         2  𝐘)  =  𝟔,      𝐧 (𝐗)  = 𝐧 (𝐘𝟐)فان         𝟐   = ⋯ … …. 

   4د(                            2ج(                              3ب(                            9أ(          

,𝟑)(  اذا كانت         3 𝟓) 𝛜 {𝟑, 𝟔}  × {𝐱,  .………=xفان              {𝟖

  8د(                           6ج(                               5ب(                            4أ(          

= 𝑿(  اذا كانت        4  {𝟑, 𝟒} , 𝒀 =  {𝟓 , 𝟔 , ,𝟒)فان                {𝟐 𝟑) 𝝐 . . .  …   

 X×Yد(                      Y× Xج(                                   2Xب(                            2Yأ(      

 خطط الذي يمثل دالة فيما يأتي ............................( الم5

 

 د(                             ج(                                  ب(                                   أ(                

  يمثل دالة فيما يأتي ............................ لا( المخطط الذي 6
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7        ){𝟏}  × {𝟕}  = ⋯ … … …  

 1د(                              7ج(                                  {(7 ,1)}ب(                        (7 ,1)أ(      

𝐑  ( اذا كانت العلاقة 8 = {(𝟏, 𝟑) , (𝟐, 𝟓) , (𝟓, 𝟕), (𝟒,  يساوي  تمثل دالة فان مداها  {(𝟗

    {3,4,6,7}د(                       {2,3,4,5}ج(                            {1,2,4,5}ب(                {5,7,9 ,3}أ(        

− 𝐚)اذا كان ( 9 𝟑 , 𝟒)  =  (𝟏 , 𝐛)                فان 𝐚 −  𝐛 =  … 

  zeroد(                           1ج(                                        2ب(                           3أ(           

× 𝒏 (𝑿  (  اذا كانت       10  𝒀)  =  𝟔,      𝒙 =  {𝟑, 𝟕,  2n (Y.………= (فان         {𝟗

   4د(                            2ج(                                       3ب(                            9أ(          

.................................................................................................................................................................................. 

 الدوال كثيرات الحدود

 xالدالة الثابتة هي دالة لها قيمة ثابتة مهما تغيرت قيمة المتغير 

     𝒇(𝒙) = 𝟓,                      𝒇(−𝟓) = 𝟓 

     𝒇(√𝟓) = 𝟓,                  𝒇(𝟐) = 𝟓 

   𝒇(−𝟐) = 𝟓 ,               𝒇(−𝟓) = 𝟓 

 

ومداها        (0,5)محور الصادات في النقطة ويقطع  السيناتمحور  يمثلها بيانيا خط مستقيم يوازيF(x)= 5 الدالة 

  {5}يساوي 
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ومداها        (2-,0)ويقطع محور الصادات في النقطة  يمثلها بيانيا خط مستقيم يوازي محور السيناتF(x)= -2 الدالة 

 الدالة الثابتة من الدرجة الصفرية       {2-}يساوي 

 

 

 

 

 

 

 

................................................................................................................................................................................ 

ومداها        (0,4)يمثلها بيانيا خط مستقيم يوازي محور السينات ويقطع محور الصادات في النقطة 4F =(x)الدالة 

  الدالة الثابتة من الدرجة الصفرية            {4}يساوي 

  واحدفي الدالة هو   Xلدالة الخطية: هي دالة من الدرجة الاولي أي ان أكبر أس للمتغير ا

 

 

 

 

 الدرجة الاولي  الخطية منالدالة 

........................................................................................................................................... 

  2في الدالة هو   Xالدالة التربيعية  : هي دالة من الدرجة الثانية  أي ان أكبر أس للمتغير 

 

 

 الدالة التربيعية   من الدرجة الثانية  

......................................................................................................................................... 

  3في الدالة هو   Xالدالة التكعيبية: هي دالة من الدرجة الثالثة أي أن أكبر أس للمتغير 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟖𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒    

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝟐 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟓𝒙𝟑              
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𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟒                               
   ة من الدرجة الثالثةيالدالة التكعيب

......................................................................................................................................... 

 تزايد وتناقص الدالة على فترة

 في حالة دراسة تزايد وتناقص الدالة في فترة 

    1x  في الفترة ولتكن     xنحدد قيمة اختيارية للمتغير  اولا:

  1f(x(وهي      1x  نوجد قيمة الدالة عند  ثانيا:

    x2 x <1بحيث    2x  في الفترة ولتكن   x متغيرللاخري نحدد قيمة اختيارية  ثالثا:

  2f(x(وهي      2x  نوجد قيمة الدالة عند  رابعا:

 فان الدالة تزايديه في الفترة          f(x) 2f(x <1  (إذا كان    

 فان الدالة تناقصية في الفترة            f(x2f(x > (1 (إذا كان      

.......................................................................................................................................... 

 مرين ابحث اطراد الدالة )تزايديه ام تناقصية( في الفترة التالية ت

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔                 𝒊𝒏 [−𝟐, 𝟏] 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒙𝟏 = −𝟏    ∈ [−𝟐, 𝟏]                                                  

𝒇(−𝟏) = (−𝟏)𝟐 − 𝟓(−𝟏) + 𝟔 = 𝟏 + 𝟓 + 𝟔 = 𝟏𝟐 

𝒙𝟐 = 𝟎 ∈ [−𝟐, 𝟏]  ,       𝒙𝟐 > 𝒙 𝟏                                 

𝒇(𝟎) = (𝟎)𝟐 − 𝟓(𝟎) + 𝟔 = 𝟎 + 𝟎 + 𝟔 = 𝟔            

⇒                                                         الدالة تناقصية في الفترة 𝒇(𝒙𝟐) < 𝒇(𝒙𝟏) 

.......................................................................................................................................... 

 تمرين ابحث اطراد الدالة )تزايديه ام تناقصية( في الفترة التالية 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐                 𝒊𝒏 [𝟏, 𝟒] 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒙𝟏 = 𝟐 ∈   [𝟏, 𝟒]                                                 

𝒇(𝟐) = (𝟐)𝟐 + 𝟑(𝟐) + 𝟐 = 𝟒 + 𝟔 + 𝟐 = 𝟏𝟐 

𝒙𝟐 = 𝟑 ∈    [𝟏, 𝟒]  ,       𝒙𝟐 > 𝒙𝟏                         
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𝒇(𝟑) = (𝟑)𝟐 + 𝟑(𝟑) + 𝟐 = 𝟗 + 𝟗 + 𝟐 = 𝟐𝟎 

⇒                                                تزايديه في الفترة  الدالة 𝒇(𝒙𝟐) > 𝒇(𝒙𝟏)  
........................................................................................................................................... 

 )تزايديه ام تناقصية( في الفترة التالية  تمرين ابحث اطراد الدالة

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟓                 𝒊𝒏 [𝟎, 𝟓] 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒙𝟏 = 𝟏 ∈   [𝟎, 𝟓]                                                    

𝒇(𝟏) = (𝟏)𝟑 + (𝟏)𝟐 − 𝟓 = 𝟏 + 𝟏 − 𝟓 = −𝟑 

𝒙𝟐 = 𝟒 ∈    [𝟎, 𝟓]  ,       𝒙𝟐 > 𝒙𝟏                          

𝒇(𝟒) = (𝟒)𝟑 + (𝟒)𝟐 − 𝟓 = 𝟔𝟒 + 𝟏𝟔 − 𝟓 = 𝟕𝟓 

⇒                                                      الدالة تزايديه في الفترة 𝒇(𝒙𝟐) > 𝒇(𝒙𝟏) 
.......................................................................................................................................... 

 تمرين ابحث اطراد الدالة )تزايديه ام تناقصية( في الفترة التالية 

𝒇(𝒙) = 𝟐 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝒙𝟑                𝒊𝒏 [−𝟏, 𝟑] 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒙𝟏 = 𝟎 ∈   [−𝟏, 𝟑]                                        

𝒇(𝟏) = 𝟐 + 𝟓(𝟎)𝟐 − (𝟎)𝟑 = 𝟐 + 𝟎 − 𝟎 = 𝟐 

𝒙𝟐 = 𝟏 ∈    [−𝟏, 𝟑]  ,       𝒙𝟐 > 𝒙𝟏                     

𝒇(𝟏) = 𝟐 + 𝟓(𝟏)𝟐 − (𝟏)𝟑 = 𝟐 + 𝟓 − 𝟏 = 𝟔 

⇒                                                 الدالة تزايديه في الفترة  𝒇(𝒙𝟐) > 𝒇(𝒙𝟏) 
........................................................................................................................................... 

 ميل الخط المستقيم
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قطتينميل الخط المستقيم المار بن  

 

  

 

 

 

 

 

............................................................................................................................................................................... 

,𝟐)  مثال اوجد ميل الخط المستقيم المار بنقطتين   𝟓)       (𝟏, 𝟑)      , 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒎 =
𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
=

𝟓 − 𝟑

𝟐 − 𝟏
=

𝟐

𝟏
= 𝟐 

............................................................................................................................................................................... 

,𝟔)  مثال اوجد ميل الخط المستقيم المار بنقطتين   𝟑)      (−𝟐, 𝟏)      , 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒎 =
𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
=

𝟑 − 𝟏

𝟔 − (−𝟐)
=

𝟐

𝟖
=

𝟏

𝟒
 

............................................................................................................................................................................... 

 الحالات المختلفة لمعادلة الخط المستقيم
 

,𝒙𝟏)بنقطة معلومة  ويمر     m   ميله( معادلة الخط المستقيم بمعلومية -1 𝒚𝟏)      

 

 

 

                           (𝒚 − 𝒚𝟏) = 𝒎. (𝒙 − 𝒙𝟏) 
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,𝟐)  معادلة الخط المستقيم المار بالنقطة  اوجد( 0مثال  3وميله =    (𝟏−

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

(𝒚 − 𝒚𝟏) = 𝒎. (𝒙 − 𝒙𝟏) 

(𝒚 − (−𝟏)) = 𝟑. (𝒙 − 𝟐) 

𝒚 + 𝟏 = 𝟑 𝒙 − 𝟔             

𝒚 = 𝟑. 𝒙 − 𝟔 − 𝟏             

𝒚 = 𝟑𝒙 − 𝟕                      

............................................................................................................................................................................... 

,𝟑−)  م المار بالنقطةاوجد معادلة الخط المستقي 2مثال  1-وميله =         (𝟓

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

(𝒚 − 𝒚𝟏) = 𝒎. (𝒙 − 𝒙𝟏) 

(𝒚 − 𝟓) = −𝟏. (𝒙 + 𝟑) 

𝒚 − 𝟓 = − 𝒙 − 𝟑          

𝒚 = −𝒙 − 𝟑 + 𝟓          

𝒚 = −𝒙 + 𝟐                  

................................................................................................................................................................................. 

 cوطول الجزء المقطوع من محور الصادات    m  ( معادلة الخط المستقيم بمعلومية ميله   -2

 

 

 

 

 

 

 

𝒚 = 𝒎 𝒙 + 𝒄 
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 4وطول الجزء المقطوع من محور الصادات الموجب جزءا طوله     2  لمستقيم الذي ميله اوجد معادلة الخط ا (  0مثال

 وحدات 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒎 = 𝟐,   𝒄 = 𝟒,        𝒚 = 𝒎 𝒙 + 𝒄 ,               𝒚 = 𝟐 𝒙 + 𝟒 

................................................................................................................................................................................. 

  معادلة الخط المستقيم الذي ميله  اوجد (2مثال
𝟏

𝟑
 7وطول الجزء المقطوع من محور الصادات السالب جزءا طوله     

 وحدات

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح 

𝒎 =
𝟏

𝟑
,   𝒄 = −𝟕,        𝒚 = 𝒎 𝒙 + 𝒄 ,               𝒚 =

𝟏

𝟑
𝒙 − 𝟕 

................................................................................................................................................................................. 

,𝒙𝟏)  ( معادلة الخط المستقيم يمر بنقطتين معلومتين -3 𝒚𝟏)         و(𝒙𝟐, 𝒚𝟐) 

 

    

 

⟹
𝒚 − 𝒚𝟏

𝒙 − 𝒙𝟏
=

𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
 

 

 

................................................................................................................................................................................. 

,𝟓)مثال اوجد معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين   ,𝟏)و       (𝟖 𝟑) 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒚 − 𝒚𝟏

𝒙 − 𝒙𝟏
=

𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
         ⟹

𝒚 − 𝟑

𝒙 − 𝟏
=

𝟖 − 𝟑

𝟓 − 𝟏
      ⟹

𝒚 − 𝟑

𝒙 − 𝟏
=

𝟓

𝟒
                      

⟹ 𝟒𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟓𝒙 − 𝟓         ⟹ 𝟒𝒚 = 𝟓𝒙 − 𝟓 + 𝟏𝟐     ⟹ 𝟒𝒚 = 𝟓𝒙 + 𝟕 

................................................................................................................................................................................. 

,𝟏−) مثال اوجد معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين   ,𝟒)و      (𝟔 𝟓) 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒚 − 𝒚𝟏

𝒙 − 𝒙𝟏
=

𝒚𝟐 − 𝒚𝟏

𝒙𝟐 − 𝒙𝟏
      ⟹

𝒚 − 𝟓

𝒙 − 𝟒
=

𝟔 − 𝟓

−𝟏 − 𝟒
       ⟹

𝒚 − 𝟓

𝒙 − 𝟒
=

𝟏

−𝟓
 

⟹ −𝟓𝒚 + 𝟐𝟓 = 𝒙 − 𝟒       ⟹ −𝟓𝒚 = 𝒙 − 𝟒 − 𝟐𝟓       ⟹ −𝟓𝒚 = 𝒙 − 𝟐𝟗 

................................................................................................................................................................................. 
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 تطبيقات اقتصادية وتجارية

 ( حدد نقطة توازن السوق بالنسبة للقانوني الطلب والعرض التاليين:1مثال 

 y = 25 - 2 x ... (1)قانون الطلب   :    

 y = 3x + 5    ... (2)  العرض :قانون  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

 العرض=   الطلب                                عدد نقطة توازن السوق:

𝟑𝒙 +  𝟓  = 𝟐𝟓 −  𝟐 𝒙 

𝟑𝒙 +  𝟐 𝒙 =  𝟐𝟓 −  𝟓 

𝟓𝒙 =   𝟐𝟎 

𝒙 =   𝟒 

= 𝒚 :بالتعويض في معادلة  𝟐𝟓 −  𝟐 (𝟒)                                               

𝒚 =  𝟐𝟓 −  𝟖 

𝒚 =  𝟏𝟕 

,𝟒)                                       نقطة توازن السوق هي   𝟏𝟕) 
................................................................................................................................................................................. 

 تمارين متنوعة 

   … = f (3) × 5فان               f (x) = 2(  إذا كانت        1

 5د(                  15ج(                                10ب(                                     3أ(       

𝒇(𝒙)(  الدالة    2 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟓 + 𝟒𝒙 −  من الدرجة    𝟏𝟏

 (         الخامسة          د              (      الثالثة ج(    الثانية                       ب                      الاولي         ( أ     

 وحدات هي   5ويقطع جزءا من محور الصادات السالب طوله   2معادلة الخط المستقيم الذي ميله  ( 3

𝒚أ(      = −𝟐𝒙 + 𝒚ب(                 𝟓  = 𝟐𝒙 − 𝒚ج(               𝟓  = 𝟓𝒙 − 𝒚د(          𝟐  = 𝟐𝒙 +  𝟐  . 

 ميل الخط المستقيم المرسوم في الشكل المقابل( 4

   

 صفر           د(              ج(     سالبغير معروف           ب(موجب                  أ( 

 يساوي .........      (6 , 4)    ,     (3 ,1)ميل المستقيم المار بالنقطتين   ( 5

     4د(                                   3ج(                            2ب(                            1أ(      
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𝒇(𝒙)(  الدالة    6 =  يمثلها بيانيا خط مستقيم يقطع محور الصادات في النقطة       𝟕

            (0 , 0)(         د                (7,7)(      ج              (0,7)(    ب                        (7,0)( أ     

 هي  ( 2 ,1 ) ويمر بالنقطة      3معادلة الخط المستقيم الذي ميله  ( 7

𝒚أ(      = 𝟑𝒙 + 𝒚ب(             𝟏 = 𝒙 − 𝒚ج(             𝟑 = 𝟑𝒙 − 𝒚د(          𝟏 = 𝒙 + 𝟑  . 

 مقابلميل الخط المستقيم المرسوم في الشكل ال( 8

 صفر           د(              ج(     سالبغير معروف           ب(موجب                  أ( 

 

× 𝝐  { 3, 7 }  (5 ,3) اذا كان   ( 9   { a , 6 }                  فانa= …..    

 6( د                                 5( جـ                                7(   ب                            3(  أ

 .………      فان       X × Z = Z × X           اذا كان( 11

𝑿(  أ = 𝒁                   ب   )𝑿 ≠ 𝒁                                 جـ )𝑿 ∩  𝒁 =  𝑿                د )𝑿 ∩  𝒁 = 𝒁  

∋ (6,3)    فان   Y={ 4, 5, 6}و         X={2, 3}اذا كان  ( 11 ⋯ 

𝑿(  أ × 𝒀                         ب    )𝒀 × 𝑿                        جـ )𝑿𝟐                             )د𝒀𝟐 

21        ){1} × {7} =…………  

 1د(                       7ج(                          {(7 ,1)}ب(                                 (7 ,1)أ(      

 تمثل دالة فان مداها يساوي   R={(1,3) , (2,5) , (5,7), (4,9)}  ( اذا كانت العلاقة 21

    {3,4,6,7}د(                {2,3,4,5}ج(                       {1,2,4,5}ب(                 {5,7,9 ,3}أ(            

 … = a − bفان                 (1 , b) = (a -3 , 4)( اذا كان 21

  zeroد(                         1ج(                                 2ب(                                  3أ(           

 2n (Y.…= (فان     n (X × Y) = 6,      X= {4 , 11}(  اذا كانت         21

   4د(                         2ج(                                   3ب(                                 9أ(          

  بين أي العلاقات التالية تمثل دالة مع ذكر السبب واذكر مجال ومدي الدالة في حالة العلاقة دالة  (تمرين
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 ية المحاضرة الثالثة: الرياضيات المال                                      
 

 

 

 

 تحسب في نهاية كل سنة من قيمة أصل المبلغ المودع  الفائدة البسيطة:  

 من اصل المبلغ   %10بمعدل فائدة بسيطة  ريال 1000مثال: اودع شخص في احد البنوك مبلغ 

𝑰    الفائدة البسيطة تساوي  : نهاية السنة الاولي = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟎𝟎  

𝑰    البسيطة تساوي   : الفائدةيةنهاية السنة الثان = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟎𝟎 

𝑰    البسيطة تساوي   : الفائدةالثالثةنهاية السنة  = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟎𝟎 

𝑰   سنوات يساوي   مجموع الفوائد في ثلاث = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
× 𝟑 = 𝟑𝟎𝟎 

𝑰   سنوات يساوي   خمسمجموع الفوائد في  = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
× 𝟓 = 𝟓𝟎𝟎 

........................................................................................................................................... 
 الفائدة المركبة

 من اصل المبلغ   %10ريال بمعدل فائدة بسيطة   1000مثال: اودع شخص في احد البنوك مبلغ 

𝑰              فائدة السنة الاولي نهاية السنة الاولي:  = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟎𝟎 

 0011=  011+ 0111تضاف قيمة الفائدة في نهاية السنة الاولي فيصبح أصل المبلغ =    

𝑰نهاية السنة الثانية: فائدة السنة الثانية                  = 𝟏𝟏𝟎𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟏𝟎 

 0201=  001+ 0011تضاف قيمة الفائدة في نهاية السنة الثانية فيصبح أصل المبلغ =    

𝑰نهاية السنة الثالثة: فائدة السنة الثالثة                  = 𝟏𝟐𝟏𝟎 ×
𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
= 𝟏𝟐𝟏 

 0330=  020 +0201تضاف قيمة الفائدة في نهاية السنة الثالثة فيصبح أصل المبلغ =    

 الفائدة المركبة  -هنا تسمي الفائدة 

 بالسنوات  المدة ×الفائدة  معدل × المبلغ أصل=  الفائدة البسيطة               الفائدة البسيطة  أولا:
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........................................................................................................................................... 

 +   الفائدة البسيطة  =  اصل المبلغ   جملة المبلغ               : الجـــــمـــلة

 

 

 

 

 

 

الفائدة سنوات . اوجد  خمسسنويا لمدة   % 10ريال في احد البنوك بمعدل فائدة   10000اودع شخص مبلغ ( 1مثال 

 المبلغ؟ دة وجملةالمستحقة في نهاية المالبسيطة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح 

                                     𝑷 =  𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟏𝟎,           𝑻 =  𝟓  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟏𝟎 × 𝟓 = 𝟓𝟎𝟎𝟎   

                                      𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎 + 𝟓𝟎𝟎𝟎 =    𝟏𝟓𝟎𝟎𝟎   

......................................................................................................................................... 

الفائدة سنوات . اوجد  عشرسنويا لمدة   % 12عدل فائدة ريال من احد البنوك بم  30000مبلغ  اقترضت علا (2مثال 

 المبلغ  المستحقة في نهاية المدة وجملةالبسيطة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟏𝟐,           𝑻 =  𝟏𝟎  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟏𝟐 × 𝟏𝟎 = 𝟑𝟔𝟎𝟎𝟎   

                                      𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟑𝟎𝟎𝟎𝟎 + 𝟑𝟔𝟎𝟎𝟎 =   𝟔𝟔𝟎𝟎𝟎   

  وياملحوظة هامة: إذا لم يعطي معدل الفائدة معدل سنوي فيجب تحويله الي معدل سنوي لحساب قيمة الفائدة البسيطة سن
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الفائدة سنوات . اوجد  6نصف سنوي لمدة   % 4ريال من احد البنوك بمعدل فائدة   4000اقترضت احلام مبلغ  (2مثال

 المستحقة في نهاية المدة وجملة المبلغ؟ البسيطة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟒𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟒 × 𝟐 = 𝟎. 𝟎𝟖 ,           𝑻 =  𝟔  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟒𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟎 𝟖 × 𝟔 = 𝟏𝟗𝟐𝟎   

                                    𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟒𝟎𝟎𝟎 + 𝟏𝟗𝟐𝟎 =  𝟓𝟗𝟐𝟎   

......................................................................................................................................... 

الفائدة سنوات . اوجد  4ربع سنوي لمدة   % 3ريال في احد البنوك بمعدل فائدة   8000مبلغ  اودعت  سهام (1مثال

  المبلغملة جالمستحقة في نهاية المدة والبسيطة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟖𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟑 × 𝟒 = 𝟎. 𝟏𝟐 ,           𝑻 = 𝟒  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟖𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟏𝟐 × 𝟒 = 𝟑𝟖𝟒𝟎  

                                    𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟖𝟎𝟎𝟎 + 𝟑𝟖𝟒𝟎 =  𝟏𝟏𝟖𝟒𝟎   

......................................................................................................................................... 

 21 ÷وات وذلك بقسمة المدة بالشهور اذا كانت المدة بالشهور فيجب تحويل هذه المدة الي سن ملحوظة هامة:

𝑻         بالسنوات هي فان المدةشهر  21إذا كانت مدة الاستثمار هي   مثال:  =
𝟏𝟓

𝟏𝟐
 

𝑻          بالسنوات هي فان المدةشهر  18إذا كانت مدة الاستثمار هي           =
𝟏𝟖

𝟏𝟐
 

𝑻          بالسنوات هي مدةفان الشهر  30إذا كانت مدة الاستثمار هي           =
𝟑𝟎

𝟏𝟐
 

......................................................................................................................................... 

الفائدة البسيطة شهور . اوجد  9سنوي لمدة    %  7ريال في احد البنوك بمعدل فائدة   2000مبلغ  اودعت سهام (1مثال

  ؟المبلغ المستحقة في نهاية المدة وجملة

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟐𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟕 ,           𝑻 =
𝟗

𝟏𝟐
  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟐𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟎𝟕 ×
𝟗

𝟏𝟐
 = 𝟏𝟎𝟓  

                                    𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟐𝟎𝟎𝟎 + 𝟏𝟎𝟓 =  𝟐𝟏𝟎𝟓   
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......................................................................................................................................... 
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الفائدة الصحيحة يوم . اوجد  120سنوي لمدة    %  6ريال في احد البنوك بمعدل فائدة   3000مبلغ  اودعت  مي(  4مثال

 ؟ المبلغ في نهاية المدة وجملة والفائدة التجارية المستحقة

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح
 أولا: الفائدة الصحيحة:

                                     𝑷 =  𝟑𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟔 ,           𝑻 =
𝟏𝟐𝟎

𝟑𝟔𝟓
  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟑𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟎𝟔 ×
𝟏𝟐𝟎

𝟑𝟔𝟓
  = 𝟓𝟗. 𝟏  

                                    𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟑𝟎𝟎𝟎 + 𝟓𝟗. 𝟏 =  𝟑𝟎𝟓𝟗. 𝟏   

 الفائدة التجارية: ثانيا:

                                     𝑷 =  𝟑𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟔 ,           𝑻 =
𝟏𝟐𝟎

𝟑𝟔𝟎
  

                                     𝑰 = 𝑷 × 𝑹 × 𝑻  = 𝟑𝟎𝟎𝟎 × 𝟎. 𝟎𝟔 ×
𝟏𝟐𝟎

𝟑𝟔𝟎
  = 𝟔𝟎  

                                    𝑺 = 𝑷 + 𝑰  =   𝟑𝟎𝟎𝟎 + 𝟔𝟎 =  𝟑𝟎𝟔𝟎  
......................................................................................................................................... 

 

 

 

 

 

 

 

 ملاحظات علي حساب الفائدة المركبة 

  n = 1     نها تعطي مرة واحدة خلال السنة   كانت الفائدة المركبة تحسب سنويا فإ إذا( 0

 n = 5 x 1=  5   سنوات فان عدد الفترات        5والمدة  فاذا كانت الفائدة سنويا

  n = 2    خلال السنة   مرتينكانت الفائدة المركبة تحسب نصف سنوي فإنها تعطي  إذا( 2

 2   ت فيوذلك بضرب المدة بالسنوا فترتينالي  فيجب تقسيم كل سنة

  n = 4      أربع مرات خلال السنة  فتعطي  سنوي ربعكانت الفائدة المركبة تحسب  إذا( 3

 4   أربع فترات ن وذلك بضرب المدة بالسنوات فيالي  فيجب تقسيم كل سنة
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 n = 3ثلاث مرات خلال السنة  تعطي  سنوي فإنها( اذا كانت الفائدة المركبة تحسب ثلث 4

 3   ثلاث فترات وذلك بضرب المدة بالسنوات فيالي  ةفيجب تقسيم كل سن

  n =12      مرات خلال السنة  02تعطي  فإنها شهريكانت الفائدة المركبة تحسب  إذا( 5

 02   فترات وذلك بضرب المدة بالسنوات في 02الي  فيجب تقسيم كل سنة

......................................................................................................................................... 

الفائدة سنوات . اوجد  3لمدة سنوي     %  8ريال في احد البنوك بمعدل فائدة مركبة    5000مبلغ  اودعت  مرام مثال ( 

  ؟المبلغ المستحقة في نهاية المدة وجملةالمركبة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟓𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟎𝟖 ,           𝑻 = 𝟑,       𝒏 = 𝟏  

                                     𝑺 = 𝑷 × (𝟏 +
𝑹

𝒏
)

𝒏×𝑻

  = 𝟓𝟎𝟎𝟎 × (𝟏 +
𝟎. 𝟎𝟖

𝟏
)

𝟏×𝟑

 = 𝟔𝟐𝟗𝟖. 𝟓  

                                    𝑰 = 𝑺 − 𝑷 =   𝟔𝟐𝟗𝟖. 𝟓 − 𝟓𝟎𝟎𝟎 =  𝟏𝟐𝟗𝟖. 𝟓   

......................................................................................................................................... 

سنوات . اوجد  5نصف سنوي لمدة    %  10ل فائدة مركبة  ريال في احد البنوك بمعد  7000مبلغ  اودعت     علياءمثال ( 

 المبلغ؟ المستحقة في نهاية المدة وجملةالفائدة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟕𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟏 ,           𝑻 = 𝟓,       𝒏 = 𝟐  

                                     𝑺 = 𝑷 × (𝟏 +
𝑹

𝒏
)

𝒏×𝑻

  = 𝟕𝟎𝟎𝟎 × (𝟏 +
𝟎. 𝟏

𝟐
)

𝟐×𝟓

 = 𝟏𝟏𝟒𝟎𝟐 

                                    𝑰 = 𝑺 − 𝑷 =  𝟏𝟏𝟒𝟎𝟐 − 𝟕𝟎𝟎𝟎 =  𝟒𝟒𝟎𝟐  

......................................................................................................................................... 

سنوات .  6سنوي لمدة  ربع   %  12ريال في احد البنوك بمعدل فائدة مركبة    12000مبلغ  علياء   اودعت  مثال    ( 

 في نهاية المدة وجملة المبلغ؟ الفائدة المركبة المستحقةاوجد 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

                                     𝑷 =  𝟏𝟐𝟎𝟎𝟎,          𝑹 =  𝟎. 𝟏𝟐 ,           𝑻 = 𝟔,       𝒏 = 𝟒  

                                     𝑺 = 𝑷 × (𝟏 +
𝑹

𝒏
)

𝒏×𝑻

  = 𝟏𝟐𝟎𝟎𝟎 × (𝟏 +
𝟎. 𝟏𝟐

𝟒
)

𝟒×𝟓

 = 𝟐𝟒𝟑𝟗𝟑. 𝟓 

                                    𝑰 = 𝑺 − 𝑷 =  𝟐𝟒𝟑𝟗𝟑. 𝟓 − 𝟏𝟐𝟎𝟎𝟎 =  𝟏𝟐𝟑𝟗𝟑. 𝟓 

......................................................................................................................................... 
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 تمارين على حساب الفائدة المركبة:

   ..........سنوات يساوي 3سنويا لمدة  %6البنوك بفائدة مركبة  أحدريال تم إيداعه في  0111الفائدة المركبة لمبلغ ( 0

     ......سنوات فان الفائدة .... 5ربع سنوي لمدة  %8البنوك بفائدة مركبة  أحدريال من  6111اقترض شخص لمبلغ ( 2

  3( أودع باسم مبلغ 4111 ريال في أحد البنوك بفائدة مركبة 02% نصف سنوي لمدة 6 سنوات فان الفائدة ...........    

    ................سنوات هو .... 8ثلث   سنوي لمدة  %02البنوك بفائدة مركبة  أحدفي  أودعريال  0111جملة مبلغ ( 4

......................................................................................................................................... 

 المحاضرة الرابعة: الـتـفاضــــل وتطبيقاته

 الدوال كثيرات الحدود 

 xهي دالة لها قيمة ثابتة مهما تغيرت قيمة المتغير  الدالة الثابتة

   𝒇(𝒙) = 𝟓     ⟹ 𝒇(𝟐) = 𝟓        ⟹ 𝒇(−𝟓) = 𝟓    ⟹ 𝒇(−𝟐) = 𝟓        ⟹ 𝒇(𝟗) = 𝟓 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 في الدالة هو واحد   Xهي دالة من الدرجة الاولي أي ان أكبر أس للمتغير  الدالة الخطية:

                                             𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 ,                                     𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝟐 
                                            𝒇(𝒙) = 𝟓 − 𝟒𝒙,                               𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙 + 𝟏 

  R=الخطية  مدي الدالة                   R= الخطية مجال الدالة                                    

 الدالة الخطية من الدرجة الاولي
......................................................................................................................................... 

  2في الدالة هو   Xان أكبر أس للمتغير  الثانية أيهي دالة من الدرجة  التربيعية:الدالة 

                                        𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏,                         𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓𝒙+ 6 
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                                        𝒇(𝒙) = 𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟐𝒙𝟐,                       𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 

 الدالة التربيعية   من الدرجة الثانية                                                

......................................................................................................................................... 

  3في الدالة هو   Xأن أكبر أس للمتغير  الثالثة أيهي دالة من الدرجة  التكعيبية:الدالة 

                𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟖𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒,                            𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 − 𝟏𝟏 

                𝒇(𝒙) = 𝟐 + 𝟓𝒙𝟐 − 𝟓𝒙𝟑,                                    𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟒 
 ة من الدرجة الثالثةيبيالدالة التكع

......................................................................................................................................... 

 قواعد الاشتقاق )التفاضل( للدوال كثيرات الحدود

 الدالة  المشتقة الاولي للدالة 

F'(x)  F(x) 

Y'(x) Y(x) 

𝒅𝒀

𝒅𝒙
 𝒀(𝒙) 

 

 : المشتقة الاولي لأي عدد ثابت يساوي صفر القاعدة الاولي

 الدالة  المشتقة الاولي للدالة 

F'(x)= 0  F(x)=5  

Y'(x)=0  Y(x)= -7  

𝒅𝒀

𝒅𝒙
= 𝟎 𝒀(𝒙) = √𝟔 
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........................................................................................................................................... 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒚   إذا كان  -2 = 𝟐𝒙𝟑 + 𝟒𝒙 +  قة الاولي للدالةفأوجد المشت     𝟔

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒙𝟐 + 𝟒 

........................................................................................................................................... 

𝒚  كان   إذا-2 = 𝟑𝒙𝟓 − 𝟐𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑 − 𝟕𝒙 +  ؟ فأوجد المشتقة الاولي للدالة    𝟏𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒚′ = 𝟏𝟓𝒙𝟒 − 𝟒𝒙𝟑 + 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟕 
........................................................................................................................................... 

𝒚   اذا كان   -3 = √𝒙𝟑 +
𝟐

𝒙𝟑
+ 𝟓𝒙𝟐    ؟   فأوجد المشتقة الاولي للدالة 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

        𝒚 = 𝒙
𝟑
𝟐 + 𝟐𝒙−𝟑 + 𝟓𝒙𝟐                                      ⟹        

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟑

𝟐
𝒙

𝟏
𝟐 − 𝟔𝒙−𝟒 + 𝟏𝟎 𝒙 

........................................................................................................................................... 
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𝒚    كان   إذا-4 = 𝟐𝒙𝟔 − 𝟒𝒙𝟓 + 𝟑𝒙𝟒 − 𝟖𝒙 +  ؟   فأوجد المشتقة الاولي للدالة         𝟑𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح  

𝒚′ = 𝟏𝟐𝒙𝟓 − 𝟐𝟎𝒙𝟒 + 𝟏𝟐𝒙𝟑 − 𝟖 

 القاعدة الرابعة  

 

 

𝟏 − 𝒚 = (𝟐𝒙 + 𝟏)𝟑                   ⟹     𝒚′ = 𝟑(𝟐𝒙 + 𝟏)𝟐  × 2 =   6(𝟐𝒙 + 𝟏)𝟐        

𝟐 − 𝒚 = (𝟓 − 𝟔𝒙)𝟕                   ⟹     𝒚′ = 𝟕(𝟓 − 𝟔𝒙)𝟔  × (−6) =  −42  (𝟓 − 𝟔𝒙)𝟔 

𝟑) 𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓)𝟒            ⟹     𝒚′ = 𝟒(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓)𝟑 × (𝟐𝒙 + 𝟑) 

                                                         ⟹     𝒚′ = 𝟒(𝟐𝒙 + 𝟑)(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓)𝟑 

                                                         ⟹     𝒚′ = (𝟖𝒙 + 𝟏𝟐)(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓)𝟑 

........................................................................................................................................... 

 القاعدة الخامسة   

 الاولي    xمشتقة الدالة الثانية  +   الثانية xمشتقة الدالة الاولي =  مشتقة حاصل ضرب دالتين

 

........................................................................................................................................... 

𝒆𝒙: 𝒚 = (𝟐𝒙 + 𝟑)(𝟓𝒙 − 𝟐)      𝒇𝒊𝒏𝒅  𝒚′    ?             → 𝒚′ = (𝟐)(𝟓𝒙 − 𝟐) + (𝟓)(𝟐𝒙 + 𝟑) 

                                                                                    → 𝒚′ = 𝟏𝟎𝒙 − 𝟒 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟓 = 𝟐𝟎 𝒙 + 𝟏𝟏 
........................................................................................................................................... 

𝒆𝒙𝟐      𝒚 = (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟒)(𝟒𝒙 − 𝟏)      𝒇𝒊𝒏𝒅  𝒚′    ? 

                                          → 𝒚′ = (𝟐𝒙 + 𝟑)(𝟒𝒙 − 𝟏) + (𝟒)(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟒) 

                                          → 𝒚′ = 𝟖𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏𝟐𝒙 − 𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟔 

                                          → 𝒚′ = 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟐𝟐𝒙 + 𝟏𝟑 

........................................................................................................................................... 

𝒆𝒙𝟑      𝒚 = (𝟐𝒙 − 𝟓)(𝟐𝒙 + 𝟓)      𝒇𝒊𝒏𝒅  𝒚′    ? 

                                          → 𝒚′ = (𝟐)(𝟐𝒙 − 𝟓) + (𝟐)(𝟐𝒙 + 𝟓) 

                                          → 𝒚′ = 𝟒𝒙 − 𝟏𝟎 + 𝟒𝒙 + 𝟏𝟎 = 𝟖𝑥 

𝒊𝒇 𝒚 = 𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙) →    𝒚′ = 𝒇′(𝒙) × 𝒈(𝒙) + 𝒈′(𝒙) × 𝒇(𝒙) 
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    القاعدة السادسة 

 = مشتقة خارج قسمة دالتين

 

 

...........................................................................................................................................  

𝒆𝒙𝟏)   𝒚 =
𝟑𝒙 − 𝟏

𝟐𝒙 + 𝟓
,          𝒇𝒊𝒏𝒅 𝒚′ ? 

𝒚′ =
(𝟑)(𝟐𝒙 + 𝟓) − (𝟐)(𝟑𝒙 − 𝟏)

(𝟐𝒙 + 𝟓)𝟐
               

𝒚′ =
𝟔𝒙 + 𝟏𝟓 − 𝟔𝒙 + 𝟐

(𝟐𝒙 + 𝟓)𝟐
 =

𝟏𝟕

(𝟐𝒙 + 𝟓)𝟐
        

...........................................................................................................................................  

𝒆𝒙𝟐)   𝒚 =
𝟒𝒙 + 𝟑

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏
,          𝒇𝒊𝒏𝒅 𝒚′ ? 

𝒚′ =
(𝟒)(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏) − (𝟐𝒙 − 𝟓)(𝟒𝒙 + 𝟑)

(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐
     

𝒚′ =
𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝟎𝒙 + 𝟒 − 𝟖𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟐𝟎𝒙 + 𝟏𝟓

(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐
 

𝒚′ =
−𝟒𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟏𝟗

(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)𝟐
                                             

...........................................................................................................................................  

 القاعدة السابعة: مشتقة الدالة الاسية     

 الدالة نفسها       xمشتقة الدالة الاسية= مشتقة اس الدالة                                             

                                        𝐈𝐟     𝒚 = 𝒆𝒇(𝒙)       ⇒          𝒚′ = 𝒇′(𝒙). 𝒆𝒇(𝒙) 

...........................................................................................................................................  

                                          𝒆𝒙𝟏)     𝑰𝒇 𝒚 = 𝒆𝟐𝒙                     ⇒          𝒚′ = 𝟐. 𝒆𝟐𝒙 

𝒆𝒙𝟐)       𝑰𝒇     𝒚 = 𝒆𝟐𝒙               ⇒          𝒚′ = 𝟐. 𝒆𝟐𝒙    

𝒆𝒙𝟑)   𝑰𝒇     𝒚 = 𝒆𝟓𝒙+𝟑                ⇒          𝒚′ = 𝟓. 𝒆𝟓𝒙+𝟑 

𝒆𝒙𝟒)   𝑰𝒇     𝒚 = 𝒆𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟏 ⇒  𝒚′ = (𝟐𝒙 − 𝟑). 𝒆𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟏 

 البسط    xمشتقة المقام  -المقام  xمشتقة البسط 

 مربع المقام

𝒊𝒇 𝒚 =
𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 →    𝒚′ =

𝒇′(𝒙) × 𝒈(𝒙) − 𝒈′(𝒙) × 𝒇(𝒙) 

[𝒈(𝒙)]𝟐
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 القاعدة الثامنة: مشتقة الدالة اللوغاريتمية     

𝑰𝒇    𝒚 = 𝒍𝒏  𝒇(𝒙) ⇒          𝒚′ =
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
 

...........................................................................................................................................  

                                     𝒆𝒙𝟏) 𝒚 = 𝒍𝒏  𝒙                               ⇒          𝒚′ =
𝟏

𝒙
                            

                                      𝐞𝐱𝟐) 𝒚 = 𝒍𝒏 (𝟐 𝒙 − 𝟏)                 ⇒         𝒚′ =
𝟐

𝟐𝒙 − 𝟏
 

                                     𝐞𝐱𝟑) 𝒚 = 𝒍𝒏 (𝒙𝟑 + 𝟓 𝒙𝟐 − 𝟏)     ⇒   𝒚′ =
𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙

𝒙𝟑 + 𝟓 𝒙𝟐 − 𝟏
 

                                     𝐞𝐱𝟒) 𝒚 = 𝒍𝒏 (𝒙𝟐 − 𝟐 𝒙 + 𝟑) + 𝒍𝒏 (𝟔 + 𝟕 𝒙 − 𝟑𝒙𝟐) 

⇒ 𝒚′ =
𝟐𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟐 𝒙 + 𝟑
+

𝟕 − 𝟔𝒙

𝟔 + 𝟕 𝒙 − 𝟑𝒙𝟐
 

...........................................................................................................................................  

 المشتقات من الرتب العليا

 

 

 

 

...........................................................................................................................................  

𝟏)     𝒊𝒇      𝒚 =  
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟏𝟐      𝒇𝒊𝒏𝒅  𝒚′,  𝒚′′, 𝒚′′′ 

                                                                        𝒚′ =  𝒙𝟐 − 𝟖𝒙 + 𝟓 

                                                                       𝒚′′ = 𝟐𝒙 − 𝟖 

                                                                      𝒚′′′ = 𝟐 

...........................................................................................................................................  

𝟐)   𝒊𝒇      𝒚 =  𝒙𝟔 + 𝟒𝒙𝟓 − 𝟐𝒙𝟑 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 + 𝟔  ,     𝒇𝒊𝒏𝒅  𝒚′,  𝒚′′, 𝒚′′′ 

        𝒚′ =  𝟔𝒙𝟓 + 𝟐𝟎𝒙𝟒−𝟔𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙 + 𝟕,            ⟹     𝒚′′ = 𝟑𝟎𝒙𝟒 + 𝟖𝟎𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟏𝟎 

       𝒚′′′ = 𝟏𝟐𝟎𝒙𝟑 + 𝟐𝟒𝟎𝒙𝟐 − 𝟏𝟐 
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 تطبيقات التفاضل
   (m) أولا: إيجاد ميل المماس

 يساوي قيمة المشتقة الاولي للدالة عند هذه النقطة   (x , y)ميل المماس لمنحني الدالة عند أي نقطة احداثيتها   

..........................................................................................................................................  

𝒇(𝒙)     اوجد ميل المماس لمنحني الدالة  (0مثال  = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 +  ؟   (0 ,1)عند النقطة     𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح  

𝒇′(𝒙)                          نوجد المشتقة الاولي للدالة  أولا: = 𝟔𝒙 − 𝟐 

x          𝒇′(𝟏)عوض بقيمة المتغير ن :ثانيا = 𝟔(𝟏) − 𝟐 = 𝟔 − 𝟐 = 𝟒 

𝒎                 ميل المماس يساوي المشتقة الاولي  :ثالثا = 𝒇′(𝟏) = 𝟒 

..........................................................................................................................................  

𝒇(𝒙)اوجد ميل المماس لمنحني الدالة  (2مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 +  ؟   (2,3)عند النقطة     𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح  

𝒇′(𝒙)                                            نوجد المشتقة الاولي للدالة  أولا: = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟗 

x          𝒇′(𝟐)نعوض بقيمة المتغير  :ثانيا = 𝟑(𝟐)𝟐 − 𝟏𝟐(𝟐) + 𝟗 = 𝟏𝟐 − 𝟐𝟒 + 𝟗 = −𝟑 

𝒎                 ميل المماس يساوي المشتقة الاولي  :ثالثا = 𝒇′(𝟐) = −𝟑                                    

..........................................................................................................................................  

𝒇(𝒙)اوجد ميل المماس لمنحني الدالة  3مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 −  ؟          x=1عندما   𝟏𝟎

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح  

𝒇′(𝒙)                                              نوجد المشتقة الاولي للدالة  أولا: = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟖𝒙 + 𝟐𝟒 

x               𝒇′(𝟏)نعوض بقيمة المتغير  :ثانيا = 𝟑(𝟏)𝟐 − 𝟏𝟖(𝟏) + 𝟐𝟒 = 𝟑 − 𝟏𝟖 + 𝟐𝟒 = 𝟗 

𝒎                                                   ميل المماس يساوي المشتقة الاولي  :ثالثا = 𝒇′(𝟏) = 𝟗 

..........................................................................................................................................  

 تمارين 

𝒇(𝒙)   اوجد ميل المماس لمنحني الدالة 1تمرين  = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝒙عندما    𝟏 =  ؟         𝟏−

𝒇(𝒙) اوجد ميل المماس لمنحني الدالة  2ن تمري = 𝟑𝒙𝟐 − 𝒙𝟑    ؟    (2,4)     عند النقطة 

𝒇(𝒙)    اوجد ميل المماس لمنحني الدالة  3تمرين  = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 −  ؟ ,3)-(8عند النقطة     𝟖
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 إيجاد النهاية  العظمي والصغرى للدالة ثانيا:

 قة الاولي للدالة : نوجد المشتالخطوة الاولي

 xالخطوة الثانية: مساواة المشتقة الاولي بالصفر وإيجاد قيم 

 نوجد المشتقة الثانية للدالة  الخطوة الثالثة:

 في المشتقة الثانية   xنعوض بكل قيمة  الخطوة الرابعة:

  موجبة فلها قيمة صغري وان كانت الخطوة الخامسة: إذا كانت قيمة المشتقة الثانية سالبة كان للدالة نهاية عظمي
..........................................................................................................................................  

𝒇(𝒙)اوجد النهاية العظمي او الصغرى للدالة   (1مثال  = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 +  ؟    𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒇′′(𝟐) = 𝟔 > 𝟎                   

𝒙للدالة قيمة صغري عند  = 𝟐 

 لإيجاد هذه القيمة الصغرى للدالة 

𝒇(𝟐) = 𝟑(𝟐)𝟐 − 𝟏𝟐(𝟐) + 𝟏  

𝒇(𝟐) = 𝟏𝟐 − 𝟐𝟒 + 𝟏 = −𝟏𝟏 

 

𝒇′(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐 

𝟔𝒙 − 𝟏𝟐 = 𝟎       

𝟔𝒙 = 𝟏𝟐               

𝒙 =
𝟏𝟐

𝟔
= 𝟐       

𝒇′′(𝒙) = 𝟔          

 

𝒇(𝒙)اوجد النهاية العظمي او الصغرى للدالة   (2مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 +  ؟     𝟏

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒇′′(𝟏) = 𝟔(𝟏) − 𝟏𝟐 = −𝟔 

𝒇′′(𝟑) = 𝟔(𝟑) − 𝟏𝟐 = 𝟔 

𝒙للدالة قيمة عظمي  عند  = 𝟏 

𝒙للدالة قيمة صغري عند  = 𝟑 

𝒇(𝟏) = (𝟏)𝟑 − 𝟔(𝟏)𝟐 + 𝟗(𝟏) + 𝟏 = 𝟓  

𝒇(𝟑) = (𝟑)𝟑 − 𝟔(𝟑)𝟐 + 𝟗(𝟑) + 𝟏 = 𝟏  

𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟗 

𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝟗 = 𝟎 

𝟑(𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑) = 𝟎 

𝟑(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟑) = 𝟎 

𝒙 = 𝟏,      𝒙 = 𝟑 

𝒇′′(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐  

 تمارين

𝒇(𝒙)  لعظمي او الصغرى للدالة اوجد النهاية ا 1تمرين  = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 +  ؟   𝟏

𝒇(𝒙)  اوجد النهاية العظمي او الصغرى للدالة  2تمرين  = 𝟑𝒙𝟐 − 𝒙𝟑   ؟ 

𝒇(𝒙)اوجد النهاية العظمي او الصغرى للدالة  3تمرين  = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 −  ؟ 𝟖
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 بعض التطبيقات الاقتصادية على التفاضل

 هي التكاليف التي لا تتغير بتغير الإنتاج.:       Fixed Costsثابتة التكاليف ال

 وهي التكاليف التي تتغير بتغير الإنتاج.: Variable Costsالتكاليف المتغيرة 

 وتتكون من جميع التكاليف الثابتة الكلية والتكاليف المتغيرة الكلية للإنتاج معا  :         Total Costsالتكاليف الكلية 

وهي التكلفة المضافة من أجل إنتاج وحدة واحدة زيادة في الناتج. ويمكن الحصول :   Marginal Costsتكاليف الحدية ال

 على التكلفة الحدية عن طريق تفاضل التكلفة الكلية

 وهو الايراد او العائد من بيع وحدات المنتج :  Total Revenue دالة الايراد الكلي 

×ات المباعة = عدد الوحددالة الايراد  سعر بيع الحدة    

 لإيرادويمكن الحصول على ا. بيع وحدة انتاج إضافيةمن الايراد او العائد وهي : Marginal Revenue   الايراد الحدي

 دالة الايراد الكلي عن طريق تفاضل الحدي 

 ية التكاليف الكل –= الايراد الكلي دالة الربح:       Total Profitدالة الربح الكلي  

 دالة الربح  الكلي الحدي عن طريق تفاضل لربح ويمكن الحصول على ا:    Marginal Profit   الربح  الحدي

..........................................................................................................................................  

 

 

 

 

 

..........................................................................................................................................  

 أولا : إيجاد دالة التكاليف الحدية 

 المشتقة الاولي لدالة التكاليف   ي: هدالة التكاليف الحدية

 عدد الوحدات المنتجة    xتعطي بالعلاقة حيث  اذا كانت دالة التكاليف الكلية مثال:

𝑪(𝒙) =  𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝟎𝒙 + 𝟑𝟎𝟎  

 وحدات  11فأوجد دالة التكاليف الحدية ثم اوجد التكاليف الحدية عند انتاج 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑹′(𝒙)يراد  الخطوة الاولي نوجد الايراد الحدي بإيجاد المشتقة الاولي لدالة الا = 𝟐𝒙 + 𝟔 

 )عدد الوحدات (    xالايراد الحدي التعويض بقيمة قيمة  الخطوة الثانية: إيجاد

𝑹′(𝟏𝟎𝟎)  = 𝟐(𝟏𝟎𝟎) + 𝟔 = 𝟐𝟎𝟎 + 𝟔 = 𝟐𝟎𝟔  
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 عدد الوحدات المنتجة(    xاذا كانت دالة الايراد تعطي بالعلاقة )حيث  مثال:

𝑹(𝒙) = 𝟓 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟐 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 

 ?وحدات  50فأوجد دالة الايراد الحدي ثم اوجد الايراد الحدي عند انتاج 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑹′(𝒙)بإيجاد المشتقة الاولي لدالة الايراد  الايراد الحدي الخطوة الاولي نوجد  = 𝟏𝟎 − 𝟒 𝒙 + 𝟑𝒙𝟐 

 )عدد الوحدات (    xبقيمة الايراد الحدي التعويض قيمة  الخطوة الثانية: إيجاد

𝑹′(𝟓𝟎) = 𝟏𝟎 − 𝟒 (𝟓𝟎) + 𝟑(𝟓𝟎)𝟐 = 𝟏𝟎 − 𝟐𝟎𝟎 + 𝟕𝟓𝟎𝟎 = 𝟕𝟑𝟏𝟎 

..........................................................................................................................................  

 لربح الحدي ثانيا: إيجاد دالة ا

 المشتقة الاولي لدالة الربح   ي: هدالة الربح الحدي

𝑷(𝒙)عدد الوحدات المنتجة(    xاذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة )حيث  مثال: =  𝟑𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝟎𝒙 − 𝟑𝟎 

 ?وحدات  40فأوجد دالة الربح الحدي ثم اوجد الايراد الحدي عند انتاج 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑷′(𝒙) الخطوة الاولي نوجد الربح الحدي بإيجاد المشتقة الاولي لدالة الربح   = 𝟔𝒙 + 𝟏𝟎𝟎 

 )عدد الوحدات (    xالربح الحدي التعويض بقيمة قيمة  الخطوة الثانية: إيجاد

𝑷′(𝟒𝟎) = 𝟔(𝟒𝟎) + 𝟏𝟎𝟎 = 𝟐𝟒𝟎 + 𝟏𝟎𝟎 = 𝟑𝟒𝟎 

..........................................................................................................................................  

𝑷(𝒙)عدد الوحدات المنتجة(    xاذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة )حيث  مثال: =  𝟏𝟎𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝟎𝒙 − 𝟓𝟎𝟎 

 ? ةوحد 80عند انتاج  فأوجد دالة الربح الحدي ثم اوجد الايراد الحدي

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑷′(𝒙) الخطوة الاولي نوجد الربح الحدي بإيجاد المشتقة الاولي لدالة الربح   = 𝟐𝟎𝒙 − 𝟑𝟎𝟎 

 )عدد الوحدات (    xالربح الحدي التعويض بقيمة قيمة  الخطوة الثانية: إيجاد

𝑷′(𝟖𝟎) = 𝟐𝟎(𝟖𝟎) − 𝟑𝟎𝟎 = 𝟏𝟔𝟎𝟎 − 𝟑𝟎𝟎 = 𝟏𝟑𝟎𝟎 

..........................................................................................................................................  

 لدالة الربح القيمة العظمي او الصغرى لدالة الايراد او

  :لدالة الربح اد اولإيجاد القيمة العظمي او الصغرى لدالة الاير

 الحدي( او الربحالحدي  لدالة الايراد او دالة الربح )الايراد( نوجد المشتقة الاولي 1
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   xونوجد قيمة المتغير    ( نساوي المشتقة الاولي بالصفر 2

 المشتقة الثانية  في x  ( نوجد المشتقة الثانية ثم نعوض بقيمة 3

 تكون للدالة نهاية عظمي  سالبة-تكون للدالة نهاية صغري  جبةموالمشتقة الثانية  كانت قيمة إذا( 4

 كانت عظمي او صغري  إذانعوض في الدالة نفسها لإيجاد القيمة  إذا( 5
..........................................................................................................................................  

𝐑(𝐱)عدد الوحدات المنتجة(    xاذا كانت دالة الايراد تعطي بالعلاقة )حيث  مثال: =  𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 + 𝟐𝟎 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالحالقيمة العظمي او الصغرى للإيراد؟             فأوجد 

 نوجد المشتقة الاولي لدالة الايراد   الخطوة الاولي

𝑹′(𝒙) = 𝟐𝒙 − 𝟔      ⟹   𝟐𝒙 − 𝟔 = 𝟎       ⟹  𝟐𝒙 = 𝟔       ⟹ 𝒙 = 𝟑 

𝑹′′(𝒙)                            قيمة المشتقة الثانية موجبة  = 𝟐    ⟹ 𝑹′′(𝟑) = 𝟐 

𝐱دالة الايراد لها قيمة صغري عند    =  نوجد القيمة الصغرى بالتعويض في الدالة             𝟑

𝑹(𝟑) =  (𝟑)𝟐 − 𝟔(𝟑) + 𝟐𝟎    = 𝟗 − 𝟏𝟖 + 𝟐𝟎 = 𝟏𝟏 
..........................................................................................................................................  

𝑹(𝒙)  عدد الوحدات المنتجة(    xاذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة )حيث  مثال: = 𝟓 + 𝟖𝒙 − 𝟐𝒙𝟐 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح             ؟ فأوجد القيمة العظمي او الصغرى للإيراد

 الخطوة الاولي نوجد المشتقة الاولي لدالة الايراد  

𝑹′(𝒙) = 𝟖 − 𝟒𝒙,    ⟹     𝟖 − 𝟒𝒙 = 𝟎,   ⟹      𝟖 = 𝟒 𝒙 

𝑹′′(𝒙)                             قيمة المشتقة الثانية سالبة = −𝟒 ,      ⟹  𝑹′′(𝟐) = −𝟒 

𝐱دالة الربح لها قيمة عظمي عند    =  نوجد القيمة الصغرى بالتعويض في الدالة            𝟐

𝑹(𝟐) = 𝟓 + 𝟖(𝟐) − 𝟐 (𝟐)𝟐 = 𝟓 + 𝟏𝟔 − 𝟖 = 𝟏𝟑 
..........................................................................................................................................  

 مرونة الطلب

وتُعرف على أنها معدل التغير   qعلى الكمية المطلوبة  p يستخدم الاقتصاديون المرونة لدراسة مدى تأثير تغير السعر

 النسبي في الكمية المطلوبة على معدل التغير النسبي في السعر.

 -لي: ونعرفها رياضيا  كما ي

 :تعطى بالعلاقة الآتية 𝑬𝒑      فإن مرونة الطلب(، p)، وسعر الوحدة هو ( qإذا كانت الكمية المطلوبة من الوحدات هي )

𝑬𝒑 =  
𝒑.  𝒒′

𝒒
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|𝑬𝒑|                    للمرونة(المطلقة  )القيمة إذا كان ويقال أن الطلب مرن > 𝟏 

|𝑬𝒑|              للمرونة(المطلقة  )القيمة انمرن إذا ك غيرويقال إن الطلب  < 𝟏 

..........................................................................................................................................  

𝒒تعطى بالمعادلة الآتية :   )   (p من منتج ما والسعر( q)إذا كانت العلاقة بين الكمية المطلوبة مثال  = 𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 𝒑𝟐 

     p=5  ,   p  = 10      بين هل الطلب مرن أم غير مرن عندما  -(2)                دالة مرونة الطلب. -(1)فأوجد:    

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒒 = 𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 𝒑𝟐       ⟹ 𝒒′ = −𝟔 𝒑      ⟹ 𝑬𝒑 =  
𝒑.  𝒒′

𝒒
=  

𝒑.  (−𝟔 𝒑)

𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 𝒑𝟐
  

−𝟔𝒑𝟐

𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 𝒑𝟐
 

 p=5إيجاد المرونة عند     ( -1

𝑬𝒑 =  
−𝟔(𝟓)𝟐

𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 (𝟓)𝟐
=  

−𝟏𝟓𝟎

𝟒𝟐𝟓
=  − 𝟎. 𝟑𝟓𝟑 

|𝑬𝒑| = 𝟎. 𝟑𝟓𝟑 < مرن غيرالطلب         ⟹         𝟏  

 p=10لمرونة عند     إيجاد ا( -2

𝑬𝒑 =  
−𝟔(𝟏𝟎)𝟐

𝟓𝟎𝟎 − 𝟑 (𝟏𝟎)𝟐
=  

−𝟔𝟎𝟎

𝟐𝟎𝟎
=  − 𝟑 

|𝑬𝒑| = 𝟑 >  الطلب مرن                       ⟹     𝟏

..........................................................................................................................................  

𝒒 بالمعادلة الآتية: تعطى) (pمن منتج ما والسعر ( q)إذا كانت العلاقة بين الكمية المطلوبة  (2مثال = 𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 𝒑 

     p=25  ,   p  = 15      ?ن هل الطلب مرن أم غير مرن عندمبي -(2)  .دالة مرونة الطلب -(1) فأوجد:

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝒒 = 𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 𝒑  ⟹     𝒒′ = −𝟏𝟎𝟎  ⟹   𝑬𝒑 =  
𝒑.  𝒒′

𝒒
⟹  𝑬𝒑 =   

𝒑.  (−𝟏𝟎𝟎)

𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 𝒑 
 

𝑬𝒑 =  
−𝟏𝟎𝟎 𝒑

𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 𝒑
 

 p= 15( إيجاد المرونة عند     -1

𝑬𝒑 =  
−𝟏𝟎𝟎(𝟏𝟓)

𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 (𝟏𝟓)
=  

−𝟏𝟓𝟎𝟎

𝟐𝟓𝟎𝟎
=  − 𝟎. 𝟔 

|𝑬𝒑| = 𝟎. 𝟔 < مرن غيرالطلب                  ⟹           𝟏  
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 p= 25( إيجاد المرونة عند     -2

𝑬𝒑 =  
−𝟏𝟎𝟎(𝟐𝟓)

𝟒𝟎𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝟎 (𝟐𝟓)
=  

−𝟐𝟓𝟎𝟎

𝟏𝟓𝟎𝟎
=  − 𝟏. 𝟔𝟕 

|𝑬𝒑| = 𝟏. 𝟔𝟕 > مرن الطلب                       ⟹            𝟏  

..........................................................................................................................................  

 تعطى بالمعادلة الآتية:)   (pمن منتج ما والسعر ( q)إذا كانت العلاقة بين الكمية المطلوبة  تمرين:

𝐪 = 𝟐𝟎𝟎 − 𝟕 𝐩𝟐 

     p=5  ,   p  = 10      غير مرن عندما أم  مرنبين هل الطلب  -(2)    .مرونة الطلبدالة  -(1)فأوجد:

..........................................................................................................................................  

 

 التكامل وتطبيقاته

 التكامل هو العملية العكسية للتفاضل   التــكامـــل:

  1 إذا كانت تتم عملية التفاضل لأي حد من دوال كثيرات الحدود بان نضرب اس المتغير في معامله ثم نطرح من هذا الاس

ثم  دواح المتغير بمقداراس  بان نزود هو العملية العكسية للتفاضل فيتم تكامل أي حد من دوال كثيرات الحدود فان التكامل

 الاس الجديد قيمة  علىنقسم معامل الحد 

 

 القاعدة الاولي  

∫ 𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝒙𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
+ 𝒄 

 مقدار ثابت قيمة الاس الجديد +  علىثم نقسم معامل الحد  واحد المتغير بمقداراس  تكامل أي حد من دوال كثيرات الحدود نزود
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𝟏) ∫ 𝒙𝟐 + 𝟑 𝒙 𝒅𝒙 =
𝒙𝟑

𝟑
+

𝟑𝒙𝟐

𝟐
+    𝒄                        𝟐) ∫ 𝟐𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 𝒅𝒙 =

𝟐𝒙𝟓

𝟓
+

𝒙𝟒

𝟒
+    𝒄 

𝟑) ∫ 𝟓𝒙𝟔 + 𝟕𝒙𝟖 𝒅𝒙 =
𝟓𝒙𝟕

𝟕
+

𝟕𝒙𝟗

𝟗
+    𝒄                 𝟒) ∫ 𝒙−𝟐 + 𝟔𝒙 𝒅𝒙 =

𝒙−𝟏

−𝟏
+

𝟔𝒙𝟐

𝟐
+    𝒄 

𝟓) ∫ 𝟓𝒙−𝟓 + 𝟑𝒙−𝟑 𝒅𝒙 =
𝟓𝒙−𝟒

−𝟒
+

𝟑𝒙−𝟐

−𝟐
+    𝒄      𝟔) ∫ 𝟐𝒙

𝟏
𝟐 + 𝟒𝒙−𝟗 𝒅𝒙 =

𝟐𝒙
𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

+
𝟒𝒙−𝟖

−𝟖
+    𝒄 

                                                                                                                                  =
𝟒𝒙

𝟑
𝟐

𝟑
−

𝒙−𝟖

𝟐
+    𝒄 

..........................................................................................................................................  

    xتكامل أي عدد ثابت يساوي هذ العدد مضروب في  لثانية:القاعدة ا

                                       ∫ 𝒂 𝒅𝒙 = 𝒂 𝒙 + 𝒄,                                 𝟏) ∫ 𝟔 𝒅𝒙 = 𝟔 𝒙 + 𝒄 

                                 𝟐) ∫ 𝟑 𝒅𝒙 = 𝟑 𝒙 + 𝒄,                                 𝟑) ∫
𝟑

𝟓
 𝒅𝒙 =

𝟑

𝟓
𝒙 + 𝒄 

                                𝟒) ∫ −𝟕 𝒅𝒙 = − 𝟕 𝒙 + 𝒄,                        𝟓) ∫
𝟏

𝟑
 𝒅𝒙 =

𝟏

𝟑
𝒙 + 𝒄 

                              𝟔) ∫ 𝟒 𝒅𝒙 =  𝟒 𝒙 + 𝒄,                                𝟕) ∫ 𝟏𝟏 𝒅𝒙 = 𝟏𝟏𝒙 + 𝒄 

..........................................................................................................................................  

ومقسوما  الجديد مقسوما علي الاس واحدالاس بمقدار  هو نفس المقدار بزيادة n(ax +b) المقدار  تكامل القاعدة الثالثة:

 x علي معامل المتغير

                  ∫(𝒂𝒙 + 𝒃 )𝒏 𝒅𝒙 =
(𝒂𝒙 + 𝒃 )𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏) × 𝒂
+ 𝒄         𝟏) ∫(𝟐𝒙 + 𝟑 )𝟒 𝒅𝒙 =

(𝟐𝒙 + 𝟑)𝟓

𝟓 × 𝟐
+ 𝒄 

           𝟐) ∫(𝟓𝒙 − 𝟏𝟏 )𝟔 𝒅𝒙 =
(𝟓𝒙 − 𝟏𝟏)𝟕

𝟕 × 𝟓
+ 𝒄          𝟑) ∫(𝟖 − 𝟔 𝒙)𝟏𝟎 𝒅𝒙 =

(𝟖 − 𝟔 𝒙)𝟏𝟏

𝟏𝟏 × −𝟔
+ 𝒄 

          𝟒) ∫ √𝟑𝒙 − 𝟒 𝒅𝒙 = ∫(𝟑 𝒙 − 𝟒)
𝟏
𝟐 𝒅𝒙 =

(𝟑𝒙 − 𝟒)
𝟑
𝟐

𝟑
𝟐

× 𝟑
+ 𝒄 =

𝟐

𝟗
(𝟑𝒙 − 𝟒)

𝟑
𝟐 + 𝒄 
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 الاس الجديد على الاس بمقدار واحد ونقسمهو زيادة فان تكاملها  تفاضلهافي  إذا كانت الدالة مضروبة: القاعدة الرابعة

    ∫[𝒇(𝒙)]𝒏 .  𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙 =
[𝒇(𝒙)]𝒏+𝟏

𝒏 + 𝟏
+ 𝒄 

𝟏) ∫(𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + 𝟔)𝟓 .  (𝟑𝒙𝟐 + 𝟐) 𝒅𝒙 =
(𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 + 𝟔)𝟔

𝟔
+ 𝒄 

 𝟐) ∫(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎)𝟏𝟏 .  (𝟐𝒙 + 𝟐) 𝒅𝒙 =
(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏𝟎)𝟏𝟐

𝟏𝟐
+ 𝒄 

𝟑) ∫ √𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐 .  (𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 = ∫(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐)
𝟏
𝟐 .  (𝟐𝒙 + 𝟑) 𝒅𝒙 =

𝟐(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐)
𝟑
𝟐

𝟑
+ 𝒄 

..........................................................................................................................................  

 :القاعدة الخامسة

 اللوغاريتم الطبيعي للمقام فان التكامل في هذه الحالة يساوي  المقامتفاضل  كانت البسط إذا

                                   ∫
𝒇′(𝒙)

𝒇(𝒙)
𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 [𝒇(𝒙)] + 𝒄                𝟏) ∫  

𝟏

𝒙
  𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 [𝒙] + 𝒄 

                           𝟐)  ∫
𝟒𝒙 + 𝟑

𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟏
𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 [𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟏] + 𝒄 

                           𝟑) ∫
𝟖𝒙 − 𝟐

𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟏
𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 [𝟒𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟏] + 𝒄 

                           𝟒) ∫
𝟓𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟐

𝒙𝟓 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟒
𝒅𝒙 = 𝒍𝒏 [𝒙𝟓 + 𝟐𝒙𝟑 − 𝟒] + 𝒄 

..........................................................................................................................................  

 :      القاعدة السادسة

 ساس اللوغاريتم الطبيعي = الدالة نفسها على تفاضل الاس تفاضل الدالة الاسية لأ

∫  𝒆𝒂𝒙+𝒃   𝒅𝒙 =
𝒆𝒂𝒙+𝒃

𝒂
+ 𝒄  

                𝟏) ∫  𝒆𝟓𝒙   𝒅𝒙 =
𝒆𝟓𝒙

𝟓
+ 𝒄,                                𝟐) ∫  𝒆𝟑𝒙−𝟐   𝒅𝒙 =

𝒆𝟑𝒙−𝟐

𝟑
+ 𝒄  

               𝟑) ∫  𝒆𝟓−𝟔𝒙   𝒅𝒙 =
𝒆𝟓−𝟔𝒙

−𝟔
+ 𝒄 ,                      𝟒) ∫  𝒆𝟏𝟏−√𝟕𝒙   𝒅𝒙 =

𝒆𝟏𝟏−√𝟕𝒙

−√𝟕
+ 𝒄  
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             𝟓) ∫  𝒆𝟖𝒙−𝟏   𝒅𝒙 =
𝒆𝟖𝒙−𝟏

𝟖
+ 𝒄 ,            𝟔) ∫  

𝟏

𝒆𝟐𝒙−𝟓
  𝒅𝒙 = ∫  𝒆−𝟐𝒙+𝟓   𝒅𝒙 =

𝒆−𝟐𝒙+𝟓

−𝟐
+ 𝒄  

..........................................................................................................................................  

 : ملاحظة

 عملية التكامل   بتغير إشارة الاس قبلالي البسط  اذا كان المتغير موجود في المقام فيجب رفعه

∫
𝒂

𝒙𝒏
𝒅𝒙 = ∫ 𝒂 𝒙 

−𝒏
𝒅𝒙 =

𝒂 𝒙 
−𝒏+𝟏

−𝒏 + 𝟏
+ 𝒄 

𝟏) ∫
𝟑

𝒙𝟓
𝒅𝒙 = ∫ 𝟑 𝒙 

−𝟓
𝒅𝒙 =

𝟑 𝒙 
−𝟒

−𝟒
+ 𝒄            𝟐) ∫

−𝟓

𝒙𝟔
𝒅𝒙 = ∫ −𝟓 𝒙 

−𝟔
𝒅𝒙 =

−𝟓 𝒙 
−𝟓

−𝟓
+ 𝒄 

..........................................................................................................................................  

 التكامل المحدود

 

 

..........................................................................................................................................  

 

𝟏) 

 

 

                                 = [(𝟑)𝟐 + 𝟓(𝟑)] − [(𝟏)𝟐 + 𝟓(𝟏)] = [𝟐𝟒] − [𝟔] = 𝟏𝟖 

..........................................................................................................................................  

𝟐) ∫(𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟏)

𝟐

𝟎

𝒅𝒙 =
 𝒙𝟑

𝟑
+

 𝟑𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒙|

𝟎

𝟐

= [
 𝟐𝟑

𝟑
+

 𝟑(𝟐)𝟐

𝟐
+ 𝟐] − [

 𝟎𝟑

𝟑
+

 𝟑(𝟎)𝟐

𝟐
+ 𝟎] 

                                           = [
 𝟖

𝟑
+

 𝟏𝟐

𝟐
+ 𝟐] − [𝟎] =

 𝟑𝟐

𝟑
 

..........................................................................................................................................  
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 تطبيقات على التكامل

 إيجاد المساحة أسفل منحني الدالة أولا:

𝒙ومحور السينات والمحصورة بين المستقيمين       𝒇(𝒙)  المساحة تحت منحنى الدالة = 𝒂      و𝒙 = 𝒃 

 

 

  

 

 

                                                          𝑨𝒓𝒆𝒂 = ∫ 𝒇(𝒙)

𝒃

𝒂

𝒅𝒙 =  𝑭(𝒙)|𝒂
𝒃 

..........................................................................................................................................  
𝐲( أوجد المساحة تحت منحنى الدالة الآتية 1مثال  = 𝟒𝐱𝟑    وبين  x= 2 ,            x =3     ؟ 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

              𝑨𝒓𝒆𝒂 = ∫ 𝒚 𝒅𝒙
𝟑

𝟐

= ∫ 𝟒𝒙𝟑
𝟑

𝟐

𝒅𝒙 =
𝟒𝒙𝟒

𝟒
|

𝟐

𝟑

= 𝒙𝟒|
𝟐

𝟑
= (𝟑)𝟒 − (𝟐)𝟒 = 𝟖𝟏 − 𝟏𝟔 = 𝟔𝟓 

..........................................................................................................................................  

𝒇(𝒙)  ( أوجد المساحة تحت منحنى الدالة الآتية:2مثال  = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 +   x= 1 ,      x =4  المستقيمين  وبين 𝟓

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

              𝑨𝒓𝒆𝒂 = ∫ 𝒇(𝒙) 𝒅𝒙
𝟒

𝟏

= ∫ 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓 
𝟒

𝟏

𝒅𝒙 =
𝟑𝒙𝟑

𝟑
+

𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟓𝒙|

𝟏

𝟒

 

                          = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙|
𝟏

𝟒
= [(𝟒)𝟑 + (𝟒)𝟐 + 𝟓(𝟒)] − = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙|

𝟏

𝟒
 

                          = [(𝟒)𝟑 + (𝟒)𝟐 + 𝟓(𝟒)] − [(𝟏)𝟑 + (𝟏)𝟐 + 𝟓(𝟏)] 

                          = [𝟔𝟒 + 𝟏𝟔 + 𝟐𝟎] − [𝟏 + 𝟏 + 𝟓] = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟕 = 𝟗𝟑 
.......................................................................................................................................... 

  تمارين

𝒇(𝒙)     المساحة تحت منحنى الدالة الآتية: ( أوجد1 = 𝒙𝟒 + 𝟑𝒙𝟐 +  ؟     x= 0 , x =3  وبين          𝟔

𝒇(𝒙)       :المساحة تحت منحنى الدالة الآتية( أوجد 2 = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙 +  ؟    x= 2 , x =3  وبين          𝟖

𝒇(𝒙)     :المساحة تحت منحنى الدالة الآتية( أوجد 3 = 𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 +  ؟   x= 0 ,   x =2  وبين          𝟏𝟏
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 ثانيا: تطبيقات تجارية

.......................................................................................................................................... 
𝑪′(𝒙)إذا كانت دالة التكلفة الحدية لإنتاج إحدى الشركات ممثلة بالعلاقة ( 1مثال  = 𝟑𝟎𝒙𝟐 + 𝟓𝟒𝒙 − 𝟑𝟎 

 ؟ 211علما بان التكاليف الثابتة هي 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑪(𝒙) = ∫ 𝑪′(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝟑𝟎𝒙𝟐 + 𝟓𝟒𝒙 − 𝟑𝟎 𝒅𝒙 =
𝟑𝟎𝒙𝟑

𝟑
+

𝟓𝟒𝒙𝟐

𝟐
− 𝟑𝟎𝒙 + 𝒄  

𝑪(𝒙) = 𝟏𝟎 𝒙𝟑 + 𝟐𝟕 𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒙 + c 

𝒄فان    200 وحيث ان التكاليف الثابتة تساوي = 𝟐𝟎𝟎 

𝑪(𝒙) = 𝟏𝟎 𝒙𝟑 + 𝟐𝟕 𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒙 + 211 

.......................................................................................................................................... 
𝑹′(𝒙)  إذا كانت دالة الايراد الحدي لإنتاج إحدى الشركات ممثلة بالعلاقة( 2مثال  = 𝟔𝟎𝒙𝟑 + 𝟏𝟖𝒙𝟐 + 𝟑𝟔 

 فأوجد دالة الايراد الكلي؟   .في حالة عدم بيع أي وحدة صفريساوي  علما بان الايراد 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح

𝑹(𝒙) = ∫ 𝑹′(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝟔𝟎𝒙𝟑 + 𝟏𝟖𝒙𝟐 + 𝟑𝟔 𝒅𝒙 

𝑹(𝒙) =
𝟔𝟎𝒙𝟒

𝟒
+

𝟏𝟖𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟑𝟔𝒙 + 𝒄 = 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟑𝟔𝒙 + 𝒄 

𝒄    بيع أي وحدة عدميساوي صفر في  الايراد وحيث ان = 𝟎 

𝑹(𝒙) = 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟔𝒙𝟑 +  𝟑𝟔 𝒙 

.......................................................................................................................................... 

𝒑′(𝒙)إذا كانت دالة الربح   الحدي لإنتاج إحدى الشركات ممثلة بالعلاقة ( 3مثال  = 𝟏𝟐𝒙𝟓 + 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟐𝟒𝒙𝟑 

  ؟فأوجد دالة الربح الكلي. في حالة عدم بيع أي وحدة يساوي صفر علما بان الربح

 لـــــــــــــــــــــــــــــــالح
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𝑷(𝒙) = ∫ 𝑷′(𝒙) 𝒅𝒙 = ∫ 𝟏𝟐𝒙𝟓 + 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟐𝟒𝒙𝟑𝒅𝒙 

𝑷(𝒙) =
𝟏𝟐𝒙𝟔

𝟔
+

𝟏𝟓𝒙𝟓

𝟓
+

𝟐𝟒𝒙𝟒

𝟒
+ 𝒄 = 𝟐𝒙𝟔 + 𝟑𝒙𝟓 + 𝟔𝒙𝟒 + 𝒄 

𝒄    بيع أي وحدة  يساوي صفر في عدمربح وحيث ان ال = 𝟎 

P(𝒙) = 𝟐𝒙𝟔 + 𝟑𝒙𝟓 + 𝟔𝒙𝟒 

.......................................................................................................................................... 

 نهاية الدوال 
 

 

 

 

 

 

 

..........................................................................................................................................  

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏           𝒊𝒇 𝒙 = 𝟏    ⟹      𝒇(𝟏) = 𝟐(𝟏) + 𝟏 = 𝟐 + 𝟏 =            عدد حقيقي   𝟑

𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝒙 − 𝟏

𝟑𝒙 + 𝟐
,          𝒊𝒇 𝒙 = 𝟐     ⟹     𝒇(𝟐) =

𝟐 − 𝟏

𝟑(𝟐) + 𝟐
=

𝟏

𝟔 + 𝟐
=

𝟏

𝟖
 

𝟑) 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙 − 𝟔

𝒙 + 𝟒
,          𝒊𝒇 𝒙 = 𝟑 , ⟹ 𝒇(𝟑) =  

𝟐(𝟑) − 𝟔 

𝟑 + 𝟒
=

𝟔 − 𝟔

𝟕
=

𝟎

𝟕
= 𝟎 

𝟒) 𝒇(𝒙) =
𝟔𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟒
,           𝒊𝒇 𝒙 = 𝟐 , ⟹ 𝒇(𝟐)  =  

𝟔(𝟐) − 𝟏

𝟐𝟐 − 𝟒
=

𝟏𝟐 − 𝟏

𝟒 − 𝟒
=

𝟏𝟏

𝟎
     

  x=2أي قيمة الدالة ليس لها وجود عند   – والدالة ليس لها قيمة –)عدد غير حقيقي( كمية غير معرفة 

𝟓) 𝒇(𝒙) =
𝒙 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏
, 𝒊𝒇 𝒙 = 𝟏 , ⟹ 𝒇(𝟏)  =

𝟏 − 𝟏

𝟏𝟐 − 𝟐(𝟏) + 𝟏
=

𝟎

𝟎
          

قيمة للدالة ولكن هناك –لم يستطيع التعويض المباشر الحصول على قيمة الدالة  –معينة  كمية غير  
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𝟔) 𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙 − 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
, 𝒊𝒇 𝒙 = 𝟐 , ⟹ 𝒇(𝟐)  =

𝟑(𝟐) − 𝟔

𝟐𝟐 − 𝟒
=

𝟔 − 𝟔

𝟒 − 𝟒
 =

𝟎

𝟎
        

ولكن هناك قيمة للدالة  –لم يستطيع التعويض المباشر الحصول على قيمة الدالة  –معينة  كمية غير  

𝒙 = 𝟐 ⇒       𝒙 − 𝟐 = عامل صفري       𝟎  

𝒙 = 𝟏 ⇒    
𝟎

𝟎
 ⇒, 𝒙 − 𝟏 = عامل صفري       𝟎  

𝒙 = 𝟑 ⇒   
𝟎

𝟎
 ⇒ ,    𝒙 − 𝟑 = عامل صفري       𝟎  

𝒙أي دالة تعوض بقيمة   =a  تج   يكون النا
𝟎

𝟎
𝒙هناك عامل صفري هو         − 𝒂 = 𝟎 

 التخلص من العامل الصفري

𝒙    اذا تم التعويض بقيمة الفكرة: = 𝒂   دالة وكان الناتج    أيفي
𝟎

𝟎
  )كمية غير معينة (    

𝒙السبب هو وجود العامل الصفري    = 𝒂 ⇒       𝒙 − 𝒂 =  ن فالدالة لها قيمة لم احصل عليها حتي الا    𝟎

اذا تم التعويض بقيمة ما في الدالة وكان الناتج  الحل هو التخلص من العامل الصفري:
𝟎

𝟎
 فالتخلص من العامل الصفري     

 أولا: التحليل 

 مراجعة عامة على التحليل 

 

 تحليل الفرق بين مربعين  أولا:

        𝟏) 𝒙𝟐 − 𝟒 = (𝒙 + 𝟐)(𝒙 − 𝟐),                        𝟐) 𝒙𝟐 − 𝟗 = (𝒙 + 𝟑)(𝒙 − 𝟑),                         

        𝟑) 𝒙𝟐 − 𝟐𝟓 = (𝒙 − 𝟓)(𝒙 + 𝟓),                     𝟒) 𝒙𝟐 − 𝟏𝟔 = (𝒙 − 𝟒)(𝒙 + 𝟒),           

القيمة 

 العددية 

𝟑

𝟓
,    𝟕, 𝟗  ,   

𝟕

𝟏𝟏
 عدد عدد حقيقي  →    

 عدد

 

 صفر

 عدد

 

𝟎

𝟕
,     

𝟎

𝟗
,    

𝟎

𝟏𝟏
    →0 

 عدد

 صفر

 

𝟒

𝟎
,     

𝟔

𝟎
,    

𝟓

𝟎
    → لا يوجد قيمة للدالة    -كمية غير معروفة   

 عدد

 فرص

 

𝟎

𝟎
,     

∞

∞
    → كمية غير معينة    
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        𝟓) 𝒙𝟐 − 𝟏 = (𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏),                     𝟒) 𝒙𝟐 − 𝟒𝟗 = (𝒙 − 𝟕)(𝒙 + 𝟕),       

 ثانيا: التحليل بإخراج العامل المشترك 

𝟏) 𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 = 𝒙(𝒙 − 𝟑),                         

𝟐) 𝟐𝒙 − 𝟖 = 𝟐(𝒙 − 𝟒),         

𝟑) 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 = 𝒙𝟐(𝒙 − 𝟓),    

 

 

 

 

 )مكون من ثلاثة حدود (ثالثا: تحليل المقدار الثلاثي 

𝟏) 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏 = (𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟏),      

𝟐) 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟔 = (𝒙 + 𝟐)(𝒙 + 𝟑),              

𝟒) 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏𝟓 = (𝒙 − 𝟓)(𝒙 + 𝟑), 

𝟓) 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏𝟎 = (𝒙 + 𝟓)(𝒙 − 𝟐), 

.........................................................................................................................................  

   مثال:

𝟏) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏
 

𝒇(𝒙) =
(𝟏)𝟐 − 𝟏

(𝟏)𝟐 − 𝟐(𝟏) + 𝟏
=

𝟏 − 𝟏

𝟏 − 𝟐 + 𝟏
=

𝟎

𝟐 − 𝟐
=

𝟎

𝟎
 

𝒙 = 𝟏,          ⇒    𝒙 − 𝟏 =  العامل الصفري    ⇒ 𝟎

𝒇(𝒙) =
(𝒙 − 𝟏)(𝒙 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)(𝒙 − 𝟏)
 

𝒇(𝒙) =
(𝒙 + 𝟏)

(𝒙 − 𝟏)
 

𝒇(𝒙) =
(𝟏 + 𝟏)

(𝟏 − 𝟏)
=

𝟐

𝟎
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𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 − 𝟒

𝒙 − 𝟐
 

𝒇(𝟐) =
𝟐𝟐 − 𝟒

𝟐 − 𝟐
=

𝟒 − 𝟒

𝟐 − 𝟐
=

𝟎

𝟎
 

𝒇(𝒙) =
(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)

𝒙 − 𝟐
=

𝒙 + 𝟐

𝟏
= 𝒙 + 𝟐 

𝒇(𝟐) = 𝟐 + 𝟐 = 𝟒 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 النهايات 
𝐥𝐢𝐦                                                 نهاية الدالة عند نقطة 

𝒙→𝒂
𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒂) 

 

𝟏)     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝟐𝒙 + 𝟑 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝟐𝒙 + 𝟑 = 𝟐(𝟐) + 𝟑 = 𝟕 

𝟐)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝟓 − 𝟒𝒙 = 𝒇(𝟏) = 𝟓 − 𝟒(𝟏) = 𝟏 

𝟑)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙 + 𝟏

𝟓𝒙 − 𝟒
= 𝒇(𝟑) =

𝟑 + 𝟏

𝟓(𝟑) − 𝟒
=

𝟒

𝟏𝟏
 

𝟒)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙 − 𝟐

𝟑𝒙 − 𝟏
= 𝒇(𝟐) =

𝟐 − 𝟐

𝟑(𝟐) − 𝟏
=

𝟎

𝟓
= 𝟎 

𝟓)     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟒

𝟑𝒙 + 𝟓

𝟐𝒙 − 𝟖
= 𝒇(𝟒) =

𝟑(𝟒) + 𝟓

𝟐(𝟒) − 𝟖
=

𝟏𝟕

𝟎
 

𝟔)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙 − 𝟑

𝒙𝟐 − 𝟗
= 𝒇(𝟑) =

𝟑 − 𝟑

(𝟑)𝟐 − 𝟗
=

𝟑 − 𝟑

𝟗 − 𝟗
=

𝟎

𝟎
 

 

 

                𝒇(𝒙) =  
𝒙 − 𝟑

(𝒙 − 𝟑)(𝒙 + 𝟑)
=  

𝟏

𝒙 + 𝟑
                        ⟹      𝒇(𝟑) =

𝟏

𝟑 + 𝟑
=

𝟏

𝟔
 

…………………………………………………………………………………………………………………………………….. 

𝟕)    𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟓

𝒙𝟐 − 𝟐𝟓

𝟑𝒙 + 𝟏𝟓
= 𝒇(−𝟓) =

(−𝟓)𝟐 − 𝟐𝟓

𝟑(−𝟓) + 𝟏𝟓
=

𝟐𝟓 − 𝟐𝟓

−𝟏𝟓 + 𝟏𝟓
=

𝟎

𝟎
 

 تؤول أي تقترب 

     في هذه الحالة ليس للدالة نهاية 

 

 كمية غير معينة 
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                𝒇(𝒙) =
(𝒙 − 𝟓)(𝒙 + 𝟓)

𝟑(𝒙 + 𝟓)
=

(𝒙 − 𝟓)

𝟑
        ⟹       𝒇(−𝟓) =

−𝟓 − 𝟓

𝟑
=

−𝟏𝟎

𝟑
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝟖)       𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
=

𝟐𝟐 − 𝟓(𝟐) + 𝟔

𝟐𝟐 − 𝟒
=

𝟒 − 𝟏𝟎 + 𝟔

𝟒 − 𝟒
=

𝟎

𝟎
 

          𝒇(𝒙) =
(𝒙 − 𝟑)(𝒙 − 𝟐)

(𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝟐)
=

(𝒙 − 𝟑)

(𝒙 + 𝟐)
        ⟹       𝒇(𝟐) =

𝟐 − 𝟑

𝟐 + 𝟐
=

−𝟏

𝟒
 

 لوبيتال عدة صفر( فإننا يمكن استخدام قاصفر علي التعويض )في حالة ان يكن ناتج 

والتي تنص على انه في حالة كان ناتج التعويض )صفر علي صفر( يمكن إيجاد مشتقة البسط ثم إيجاد مشتقة المقام ثم 

 التعويض مرة اخري 

   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔

𝒙𝟐 − 𝟒
=  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝟐𝒙 − 𝟓

𝟐𝒙
= 𝒇(𝟐) =   

𝟐(𝟐) − 𝟓

𝟐(𝟐)
=

𝟒 − 𝟓

𝟒
=

−𝟏

𝟒
  

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 خطوات إيجاد النهاية 

← *تعويض مباشر 
𝟎

𝟎
 النهاية          علىنحصل  ←* تحليل واختصار                     * تعويض مرة تانية                 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 خواص النهايات 

𝟏)    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)]  = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)  + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙)  

 سؤال:

𝒍𝒊𝒎إذا كانت     (1
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎  و      𝟓
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎فان             𝟑
𝒙→𝟐

[ 𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] = ⋯ … …      

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) + 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) + 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝟓 + 𝟑 = 𝟖 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝟐)    𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
[ 𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)]  = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒇(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒈(𝒙)  

 سؤال:

𝒍𝒊𝒎   إذا كانت  (2
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎  و      𝟕
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎فان             𝟒
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)] = ⋯ … …      

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝟕 − 𝟒 = 𝟐 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝟑)    𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
[ 𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙)]  = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒇(𝒙)  × 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒈(𝒙)  
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 سؤال:

𝒍𝒊𝒎إذا كانت     (3
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎  و      𝟒
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎فان             𝟓
𝒙→𝟐

[ 𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙)] = ⋯ … …      

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) × 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝟒 × 𝟓 = 𝟐𝟎 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝟒)    𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
[ 𝒇(𝒙) ÷ 𝒈(𝒙)]  = 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒇(𝒙) ÷ 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝒂
𝒈(𝒙)  

 سؤال:

𝒍𝒊𝒎   إذا كانت  (4
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎  و      𝟏𝟖
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎فان             𝟔
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) ÷ 𝒈(𝒙)] = ⋯ … …      

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

[ 𝒇(𝒙) ÷ 𝒈(𝒙)] = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝟏𝟖 ÷ 𝟔 = 𝟑 

 إيجاد النهاية باستخدام القانون

 
 إيجاد النهاية باستخدام القانون 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

    
𝒙𝒎 − 𝒂𝒎

𝒙𝒏 − 𝒂𝒏
=

𝒎

𝒏
× 𝒂𝒎−𝒏 

𝟏)     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

    
𝒙𝟓 − 𝟑𝟐

𝒙𝟑 − 𝟖
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
    

𝒙𝟓 − 𝟐𝟓

𝒙𝟑 − 𝟐𝟑
=

𝟓

𝟑
× 𝟐𝟓−𝟑 =

𝟓

𝟑
× 𝟒 =

𝟐𝟎

𝟑
 

𝟐)     𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

    
𝒙𝟒 − 𝟏𝟓

𝒙𝟐 − 𝟒
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐
    

𝒙𝟒 − 𝟐𝟒

𝒙𝟐 − 𝟐𝟐
=

𝟒

𝟐
× 𝟐𝟒−𝟐 =

𝟒

𝟐
× 𝟒 = 𝟖 

𝟑)    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

    
𝒙𝟒 − 𝟖𝟏

𝒙𝟑 − 𝟐𝟕
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟑
    

𝒙𝟒 − 𝟑𝟒

𝒙𝟑 − 𝟑𝟑
=

𝟒

𝟑
× 𝟑𝟒−𝟑 =

𝟒

𝟑
× 𝟑𝟏 = 𝟒 

𝟒)    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟓

    
𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝟓

𝒙𝟐 − 𝟐𝟓
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟓
    

𝒙𝟑 − 𝟓𝟑

𝒙𝟐 − 𝟓𝟐
=

𝟑

𝟐
× 𝟓𝟑−𝟐 =

𝟑

𝟐
× 𝟓𝟏 =

𝟏𝟓

𝟐
 

𝟓)   𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

 
𝒙𝟖 − 𝟏

𝒙𝟓 + 𝟏
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→−𝟏
  

𝒙𝟖 − (−𝟏)𝟖

𝒙𝟓 − (−𝟏)𝟓
=

𝟖

𝟓
× (−𝟏)𝟖−𝟓 =

𝟖

𝟓
× (−𝟏)𝟑 = −

𝟖

𝟓
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 إيجاد نهاية الدالة عند اللانهاية

∞

∞
,     

∞

عدد
= ∞,       

∞

𝟔
= ∞,           

∞

𝟐𝟒
= ∞   −  − − − − −   ∞ ± عدد = ∞,   ∞ + 𝟔 = ∞, ∞ − 𝟓 = ∞ 

∞ × عدد = ∞,    ∞ × 𝟕 = ∞,   ∞ × 𝟓 = ∞, − − − − − −
عدد

∞
= 𝟎,   

𝟓

∞
= 𝟎,

𝟏𝟏

∞
= 𝟎 

 كمية غير معينة 
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𝟏)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

    
𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓

𝟒 − 𝟐𝒙 + 𝟑𝒙𝟐
=

𝟐(∞)𝟐 + 𝟑(∞) − 𝟓

𝟒 − 𝟐(∞) + 𝟑(∞)𝟐
  =

∞

∞
     

 

 

𝟐)   𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

    

𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐 +
𝟑𝒙
𝒙𝟐 −

𝟓
𝒙𝟐

𝟒
𝒙𝟐 −

𝟐𝒙
𝒙𝟐 +

𝟑𝒙𝟐

𝒙𝟐

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

    
𝟐 +

𝟑
𝒙

−
𝟓

𝒙𝟐

𝟒
𝒙𝟐 −

𝟐
𝒙

+ 𝟒
==

𝟐 +
𝟑
∞

−
𝟓

(∞)𝟐

𝟒

(∞) 
𝟐 −

𝟐
∞

+ 𝟒
=

𝟐 + 𝟎 − 𝟎

𝟎 − 𝟎 + 𝟒
=

𝟐

𝟒
=

𝟏

𝟐
 

 

𝟐)   𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

  
𝟓𝒙𝟑 + 𝟒 𝒙𝟐 + 𝟖

𝟔 𝒙𝟑 + 𝟏𝟒
=

𝟓(∞)𝟑 + 𝟒(∞)𝟐 − 𝟓

𝟔(∞)𝟑 + 𝟏𝟒
   =

∞

∞
     

 

 

          𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

    

𝟓𝒙𝟑

𝒙𝟑 +
𝟒𝒙𝟐

𝒙𝟑 +
𝟖

𝒙𝟑

𝟔𝒙𝟑

𝒙𝟑 +
𝟏𝟒
𝒙𝟑

= 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

    
𝟓 +

𝟒
𝒙

+
𝟖

𝒙𝟑

𝟔 +
𝟏𝟒
𝒙𝟑

==

𝟓 +
𝟒
∞

+
𝟖

(∞)𝟑

𝟔 +
𝟏𝟒

(∞)𝟑

=
𝟓 + 𝟎 + 𝟎

𝟔 + 𝟎
=

𝟓

𝟔
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 اوجد نهاية الدوال الاتية

𝟏)          𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒

𝟑𝒙 − 𝟑
                                                        𝟐) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟔

𝒙𝟐 − 𝟑𝟔

𝟐𝒙 − 𝟏𝟐
 

𝟑)         𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟕

𝒙𝟐 − 𝟒𝟗

𝒙 − 𝟕
                                                                 𝟒) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝒙𝟓 − 𝟑𝟐

𝒙𝟑 − 𝟖
 

𝟓)         𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

  
𝟕𝒙𝟑 + 𝟐 𝒙𝟐 + 𝟏

𝟑 𝒙𝟑 − 𝟓
                                                𝟔)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞
    

𝟒𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 − 𝟕

𝟑 − 𝟖𝒙 + 𝟒𝒙𝟐
= 

𝟕)         𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟖

𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟏𝟎
                                                      𝟖)  𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟐

𝒙𝟐 − 𝟗

𝒙 − 𝟑
     

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 

 بأكبر اس في المقام   xنقسم البسط والمقام علي 
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 لدوال المثلثية ا
 

  المثلث القائم 

 هو المثلث الذي يحتوي على زاوية قاتمة 

 ة القائمة الوتر: هو الضلع المقابل للزاوي

 :الأساسيةالدوال المثلثية 

  (cos)  ا(تالزاوية )ج تمام (  دالة جيب2                                   (sin)  (  دالة جيب الزاوية )جا(1

 

 

  

 

       (tan)  (ظاالزاوية ) ظل(  دالة 3

                          𝒕𝒂𝒏 𝒙 =
𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 مثال في الشكل المقابل 

 

 

 
 

 
 
 

………………………………………………………………………………………………………… …………………………… 
𝒔𝒊𝒏𝒙كانت     إذاسؤال:  = 𝟎. 𝒄𝒐𝒔 𝒙و     𝟐 = 𝟎.  فان:         𝟓

ج(         1.5ب (             1.2أ(   [   
𝟓

𝟐
د(                   

𝟐

𝟓
    [                  𝟏) 𝒕𝒂𝒏𝒙 = ⋯ … … ..                  

ج(         1.5ب (             1.2أ(   [   
𝟓

𝟐
د(                   

𝟐

𝟓
    [                  𝟐)𝒄𝒐𝒕 𝒙 = ⋯ … … ..                  

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

 

 وتر المثلث
 الضلع المقابل

 الضلع المجاور 

 

𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 
 الضلع المقابل

 الوتر

𝒄𝒐𝒔𝒙 = 
 الضلع المجاور

 الوتر

𝒕𝒂𝒏 𝒙 = 
 الضلع المقابل

 الضلع المقابل

5 
4 

3 

 

𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝒙 =
𝟒

𝟓
 

𝒄𝒐𝒙 𝒙 =
𝟑

𝟓
 

𝒕𝒂𝒏 𝒙 =
𝟒

𝟑
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 مقلوبات الدوال المثلثية 
 

                   𝒄𝒔𝒄 𝒙 =  
𝟏

𝒔𝒊𝒏 𝒙 
 ,                         𝒔𝒆𝒄 𝒙 =  

𝟏

𝒄𝒐𝒔 𝒙
 ,           𝒄𝒐𝒕 𝒙 =  

𝟏

𝒕𝒂𝒏 𝒙
=  

𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒔𝒊𝒏𝒙 
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝒔𝒊𝒏𝒙إذا كانت    سؤال:  = 𝟎. 𝒄𝒐𝒔 𝒙و     𝟑 = 𝟎.      فان:         𝟕

ج(             1.7ب (             1.3أ(   [   
𝟕

𝟑
د(               

𝟑

𝟕
     [                𝟏) 𝒕𝒂𝒏𝒙 = ⋯ … … ..                

ج(              0.7ب (             0.3أ(   [   
𝟕

𝟑
د(               

𝟑

𝟕
     [                𝟐)𝒄𝒐𝒕 𝒙 = ⋯ … … ..                

ج(              1.5ب (             1.3أ(   [   
𝟏𝟎

𝟕
د(              

𝟏𝟎

𝟑
    [                 𝟑) 𝒄𝒔𝒄 𝒙 = ⋯ … … ..             

   ج(            1.5ب (             1.3أ(   [   
𝟏𝟎

𝟕
د(             

𝟏𝟎

𝟑
    [             𝟒)𝒔𝒆𝒄 𝒙 = ⋯ … … ..                   

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 نهاية الدوال المثلثية 
𝟏) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒙
) = 𝟏,   𝟐) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏  𝒂 𝒙 

𝒙
) = 𝒂,   𝟑) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒃𝒙
) =

𝟏

𝒃
,   𝟒) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 

𝒃𝒙
) =

𝒂

𝒃
  

 

𝟏) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝒙
) = 𝟏,   𝟐) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒕𝒂𝒏  𝒂 𝒙 

𝒙
) = 𝒂,   𝟑) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝒃𝒙
) =

𝟏

𝒃
,   𝟒) 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙 

𝒃𝒙
) =

𝒂

𝒃
  

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 تمارين 

𝟏)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒔𝒊𝒏  𝟑 𝒙 

𝒙
) = 𝟑                                                𝟐 )      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏   𝒙 

𝟐 𝒙
) =

𝟏

𝟐
                                 

𝟑)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒔𝒊𝒏  𝟕 𝒙 

𝟐𝒙
) =

𝟕

𝟐
                                              𝟒 )      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏   𝒙 

−𝟑 𝒙
) =

𝟏

−𝟑
         

𝟓)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

(
𝒔𝒊𝒏  𝟐 𝒙 

𝟓𝒙
) =

𝟐

𝟓
                                              𝟔 )      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏   𝟐𝒙 

𝟏𝟏 𝒙
) =

𝟐

𝟏𝟏
          

𝟕)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟑𝒙 +  𝒔𝒊𝒏  𝟐 𝒙 

𝟕𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟑𝒙
𝒙

 + 
𝒔𝒊𝒏  𝟐 𝒙

𝒙
 

𝟕𝒙
𝒙

=
𝟑 +  𝟐 

𝟕
=

𝟓

𝟕
 

𝟖)      𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟔𝒙 −  𝒕𝒂𝒏  𝟐 𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙   + 𝟒𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝟔𝒙
𝒙

−  
𝒕𝒂𝒏  𝟐 𝒙

𝒙
 

𝒔𝒊𝒏  𝟓 𝒙
𝒙

+
𝟒𝒙
𝒙

=
𝟔 −  𝟐 

𝟓 + 𝟒
=

𝟒

𝟗
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 تمارين 

ج(             3ب (             2(  أ [   
𝟐

𝟑
د(               

𝟐

𝟑
     [                       𝟏)      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎
(

𝒔𝒊𝒏  𝟐 𝒙 

𝟑𝒙
) = ⋯  

F بقسمة حدود البسط

 xوالمقام علي 

F بقسمة حدود البسط

 xوالمقام علي 
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ج(             7ب (             1أ(   [   
𝟏

𝟕
د(               

𝟐

𝟕
     [                             𝟐)      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏  𝒙 

𝟕𝒙
= ⋯  

أ(   [   
𝟑

𝟓
د(             3ج(             5ب (               

𝟓

𝟑
     [                            𝟑)      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏  𝟑𝒙 

𝟓𝒙
= ⋯  

أ(   [   
𝟑

𝟐
د(             3ج(             2ب (               

𝟐

𝟑
     [                            𝟒)      𝒍𝒊𝒎

𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏  𝟐𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙
= ⋯  

أ(   [   
𝟏

𝟓
𝒍𝒊𝒎     (𝟓                            ]     𝟏د(             3ج(             5ب (               

𝒙→𝟎

𝟑𝒙− 𝒕𝒂𝒏  𝟐 𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙+𝟐𝒙
= ⋯  

......................................................................................................................................... 

 تفاضل الدوال المثلثية

𝟏)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝒂. 𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙  

𝟏)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟑. 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙           𝟐)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 
𝟏

𝟐
𝒙          ⟹    𝒚′ =

𝟏

𝟐
. 𝒄𝒐𝒔 

𝟏

𝟐
𝒙   

𝟑)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏 𝟕𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟕. 𝒄𝒐𝒔 𝟕𝒙          𝟒)  𝒚 = 𝒔𝒊𝒏(−𝟑𝒙 )   ⟹    𝒚′ = −𝟑. 𝒄𝒐𝒔 (−𝟑𝒙)   

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 سؤال 

𝒚اذا كانت      (1 = 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 
𝟒د(                   𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 𝟒ج(                 𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 𝟒ب(              𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙ا(  + 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝟐)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝒂. 𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙  

𝟏)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟓. 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙        𝟐)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟐. 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙   

𝟑)   𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 𝟔𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟔. 𝒔𝒊𝒏𝟔𝒙        𝟒)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒔 (−𝟒𝒙)    ⟹    𝒚′ = 𝟒. 𝒔𝒊𝒏 (−𝟒𝒙)   

 سؤال 

𝒚اذا كانت      (1 = 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 
 𝟓𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙د(                   𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 𝟓ج(                 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 𝟓−ب(              𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙ا( 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝟑)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝒂. 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒂𝒙 

𝟏)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟑. 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟑𝒙        𝟐)   𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 √𝟓𝒙    ⟹    𝒚′ = √𝟓. 𝒔𝒆𝒄𝟐 √𝟓𝒙   

𝟑) 𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝟗𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟗. 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟗𝒙        𝟒)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝟕𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟕. 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟕𝒙   
 سؤال 

𝒚اذا كانت      (1 = 𝒕𝒂𝒏 𝟐𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 
 𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟐𝒙−د(                   𝟐𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟐𝒙ج(                 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟐𝒙−    ب(          𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟐𝒙ا( 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝟑)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝒂𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝒂. 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒂𝒙 
 

𝟏)  𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝟐𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟐. 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟐𝒙        𝟐)   𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝟕𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟕. 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟕𝒙    

𝟑) 𝒚 = 𝒄𝒐𝒕 𝟔𝒙          ⟹    𝒚′ = −𝟔. 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟔𝒙         𝟒)  𝒚 = 𝒕𝒂𝒏 𝟕𝒙          ⟹    𝒚′ = 𝟕. 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟕𝒙   
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𝒚كانت     اذا (1     سؤال  = 𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 
𝒚اذا كانت      (2             = 𝒄𝒐𝒕 𝟓𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 تكامل الدوال المثلثية 

∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 𝒅𝒙 =  
−𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙 

𝒂
+ 𝒄 

𝟏) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝒅𝒙 =  
−𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 

𝟐
+ 𝒄                                   𝟐) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟕𝒙 𝒅𝒙 =  

−𝒄𝒐𝒔 𝟕𝒙 

𝟕
+ 𝒄 

𝟑) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 =  
−𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 

𝟑
+ 𝒄                                  𝟒) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟗𝒙 𝒅𝒙 =  

−𝒄𝒐𝒔 𝟗𝒙 

𝟗
+ 𝒄 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒂𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙 

𝒂
+ 𝒄 

𝟏) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟒𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏 𝟒𝒙 

𝟒
+ 𝒄                      𝟐) ∫ 𝒄𝒐𝒔

𝟏

𝟒
𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒔𝒊𝒏 
𝟏
𝟒

𝒙 

𝟏
𝟒

+ 𝒄 = 𝟒𝒔𝒊𝒏 
𝟏

𝟒
𝒙 + 𝒄 

𝟑)  ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙 

𝟓
+ 𝒄                    𝟒) ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝟔𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒔𝒊𝒏 𝟔𝒙 

𝟔
+ 𝒄     

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒂𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙 

𝒂
+ 𝒄 

𝟏) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟑𝒙 𝒅𝒙 =   
𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 

𝟑
+ 𝒄                        𝟐) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟓𝒙 𝒅𝒙 =   

𝒕𝒂𝒏 𝟓𝒙 

𝟓
+ 𝒄    

𝟑)  ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟕𝒙 𝒅𝒙 =   
𝒕𝒂𝒏 𝟕𝒙 

𝟕
+ 𝒄                       𝟒) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝟗𝒙 𝒅𝒙 =   

𝒕𝒂𝒏 𝟗𝒙 

𝟗
+ 𝒄    

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒂𝒙 𝒅𝒙 =  
−𝒄𝒐𝒕 𝒂𝒙 

𝒂
+ 𝒄 

𝟏) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐  𝟖𝒙 𝒅𝒙 =   
−𝒄𝒐𝒕 𝟖𝒙 

𝟖
+ 𝒄                        𝟐) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐 𝟑𝒙 𝒅𝒙 =   

−𝒄𝒐𝒕 𝟑𝒙 

𝟑
+ 𝒄      

𝟑)  ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐  𝟕𝒙 𝒅𝒙 =   
−𝒄𝒐𝒕 𝟕𝒙 

𝟕
+ 𝒄                      𝟒) ∫ 𝒄𝒔𝒄𝟐  𝟒𝒙 𝒅𝒙 =   

−𝒄𝒐𝒕 𝟒𝒙 

𝟒
+ 𝒄 

𝒚    اذا كانت  (1  تمارين: = 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙                                 :فان𝒚′ = ⋯ 
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   ج(              𝟓𝒄𝒐𝒔𝟓𝒙−    ب(          𝟓𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙 ا(            
𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙

𝟓
−   د(                  

𝒄𝒐𝒔 𝟓𝒙

𝟓
 

           2) ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 𝒅𝒙 = ⋯  

   ج(              𝟑𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙−    ب(          𝟑𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙 ا(            
𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙

𝟑
−   د(                  

𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙

𝟑
 

𝒚( اذا كانت  3             = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙         :فان𝒚′ = ⋯ 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 ا(             + 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙                                          )ب    
𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙

𝟐
+

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝟑
                                                

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 𝟐   ج(             − 𝟑𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙                                  )𝟐−   د 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 + 𝟑𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 نهاية الدالة المعرفة بأكثر من قاعدة 

 يكون للدالة المعرفة قاعدتين علي يمين ويسار نقطة معينة نهاية إذا كانت:              النهاية اليمني = النهاية اليسرى 

 النهاية اليسرى ≠النهاية اليمني   إذا كانت: عندها نهاية ليس لها طة معينةقالمعرفة قاعدتين علي يمين ويسار نالدالة 

𝒇(𝒙)  كانت الدالة ( اذا1مثال = {
𝒙𝟐 − 𝟐,        𝒙 < 𝟐      

𝟓𝒙 − 𝟒 ,        𝒙 > 𝟐          
𝐥𝐢𝐦: وجود ابحث ف     

𝒙→𝟐
𝒇(𝒙)    ؟ 

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

 

𝒇(𝟐+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐+

𝟓𝒙 − 𝟒 = 𝟓(𝟐) − 𝟒 = 𝟏𝟎 − 𝟒 = 𝟔                  

𝒇(𝟐−):            اليسرىالنهاية : إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐−

𝒙𝟐 − 𝟐 = (𝟐)𝟐 − 𝟐 = 𝟒 − 𝟐 = 𝟐                  

𝒙   الدالة ليس لها نهاية عندوبالتالي:        ←←النهاية اليسرى ≠ النهاية اليمني → 𝟐 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  ( اذا كانت الدالة2مثال = {

𝟑

𝒙
+ 𝟏,        𝒙 < 𝟑      

𝟓−𝒙

𝟐
 ,           𝒙 > 𝟑          

𝐥𝐢𝐦فابحث وجود :      
𝒙→𝟑

𝒇(𝒙)    ؟ 

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

 

𝒇(𝟑+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑+

𝟓−𝒙

𝟐
=

𝟓−𝟑

𝟐
=

𝟐

𝟐
= 𝟏                                 

2 𝒙 > 𝟐 𝒙 < 𝟐 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟐  𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙 − 𝟒  

3 𝒙 > 𝟑 𝒙 < 𝟑 

𝒇(𝒙) =
𝟑

𝒙
+ 𝟏  𝒇(𝒙) =

𝟓 − 𝒙

𝟐
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𝒇(𝟑−):            النهاية اليسرى: إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟑−

𝟑

𝒙
+ 𝟏 =

𝟑

𝟑
+ 𝟏 = 𝟏 + 𝟏 = 𝟐                  

𝒙   الدالة ليس لها نهاية عندوبالتالي:        ←←النهاية اليسرى ≠ النهاية اليمني → 𝟑 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  ت الدالة( اذا كان3مثال = {
𝟑𝒙 + 𝟏,           𝒙 > 𝟏             

𝟓 − 𝒙 ,          𝒙 < 𝟏          
𝐥𝐢𝐦فابحث وجود :      

𝒙→𝟏
𝒇(𝒙)    ؟ 

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

𝒇(𝟏+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝟑𝒙 + 𝟏 = 𝟑(𝟏) + 𝟏 = 𝟑 + 𝟏 = 𝟒                 

𝒇(𝟏−):            النهاية اليسرى: إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝟓 − 𝒙 = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒                                         

𝒙        4=الدالة نهاية وبالتالي:        ←←النهاية اليسرى = النهاية اليمني → 𝟏 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  ( اذا كانت الدالة3مثال = {
𝟑𝒙 + 𝟏,           𝒙 > 𝟏             

𝟓 − 𝒙 ,          𝒙 < 𝟏          
𝐥𝐢𝐦فابحث وجود :      

𝒙→𝟏
𝒇(𝒙)    ؟ 

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

𝒇(𝟏+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝟑𝒙 + 𝟏 = 𝟑(𝟏) + 𝟏 = 𝟑 + 𝟏 = 𝟒                 

𝒇(𝟏−):            النهاية اليسرى: إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝟓 − 𝒙 = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒                                         

𝒙        4=الدالة نهاية بالتالي: و       ←←النهاية اليسرى = النهاية اليمني → 𝟏 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  كانت الدالة إذا( سؤال = {
𝒙𝟑 + 𝟑,           𝒙 > 𝟏             
𝟓𝒙 − 𝟏 ,          𝒙 < 𝟏          

𝐥𝐢𝐦فان:      
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = ⋯   

 د( ليس لها نهاية                  5ج(                                  4ب(                      3     أ(

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

𝒇(𝟏+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏+

𝒙𝟑 + 𝟑 = (𝟏)𝟑 + 𝟑 = 𝟏 + 𝟑 = 𝟒                 

𝒇(𝟏−):            النهاية اليسرىاد : إيجثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝟓𝒙 − 𝟏 = 𝟓(𝟏) − 𝟏 = 𝟓 − 𝟏 = 𝟒           

𝒙        4=الدالة نهاية وبالتالي:        ←←النهاية اليسرى = النهاية اليمني → 𝟏 

1 𝒙 > 𝟏 𝒙 < 𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝟓 − 𝒙  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 + 𝟏  

1 𝒙 > 𝟏 𝒙 < 𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝟓 − 𝒙  𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 + 𝟏  

1 𝒙 > 𝟏 𝒙 < 𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝟓𝒙 − 𝟏  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟑  
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……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  ( إذا كانت الدالةسؤال = {
𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝒙
,                  𝒙 > 𝟎             

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 ,          𝒙 < 𝟎          
𝐥𝐢𝐦فان:      

𝒙→𝟏
𝒇(𝒙) = ⋯   

 د( ليس لها نهاية                  2-ج(                                  3ب(                      2     أ(

 ـــــــــــــــــــــــلالحـــ

 

 

𝒇(𝟎+):            أولا: إيجاد النهاية اليمني = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝒙
= 𝟐                                                             

𝒇(𝟎−):            النهاية اليسرى: إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑(𝟎) = 𝟐(𝟏) = 𝟐           

𝒙        2=الدالة نهاية وبالتالي:        ←←النهاية اليسرى = النهاية اليمني → 𝟎 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)  ( إذا كانت الدالةسؤال = {
𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 

𝒙
,                  𝒙 > 𝟎             

 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 ,          𝒙 < 𝟎          
𝐥𝐢𝐦فان:      

𝒙→𝟏
𝒇(𝒙) = ⋯   

 د( ليس لها نهاية                  9ج(                                  2ب(                      3     أ(

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 

 

𝒇(𝟎+):            ة اليمنيأولا: إيجاد النهاي = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 

𝒙
= 𝟑                                            

𝒇(𝟎−):            النهاية اليسرى: إيجاد ثانيا = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏−

 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 =  𝒄𝒐𝒔 𝟑(𝟎) = 𝟏            

𝒙        ليس للدالة نهاية وبالتالي:        ←←اليسرىالنهاية  ≠ النهاية اليمني → 𝟎 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 تمارين : 

𝟏)  𝒇(𝒙) = {
𝟑𝒙𝟐 + 𝟖,     𝒙 > 𝟏 
 𝟐𝒙 + 𝟗 ,     𝒙 < 𝟏 

      𝒇𝒊𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙)?                    𝟐)  𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙 + 𝟒,     𝒙 > 𝟑 

 𝒙𝟐 + 𝟑 ,     𝒙 < 𝟑 
        𝒇𝒊𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟑
𝒇(𝒙)?  

 𝟑)  𝒇(𝒙) = {
𝟐𝒙 ,             𝒙 > 𝟏 

 𝒙𝟐 + 𝟏 ,     𝒙 < 𝟏 
      𝒇𝒊𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏
𝒇(𝒙)?                  𝟒)  𝒇(𝒙) = {

𝟑𝒙 + 𝟓,     𝒙 > 𝟐 

 𝒙𝟐 + 𝟕 ,     𝒙 < 𝟐 
        𝒇𝒊𝒏𝒅 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐
𝒇(𝒙)?  

 اتصال الدالة عند نقطة 

𝒙اتصال الدالة عند نقطة  = 𝒂  

𝒙عن (  الدالة معرفة 1 = 𝒂  قيمة الدالة  أي 𝒇(𝒂)   نهاية الدالة موجودة عند  2      موجودة )𝒙 → 𝒂   

 = نهاية الدالة ( قيمة الدالة 3                                                     

0 𝒙 > 𝟎 𝒙 < 𝟎 

𝒇(𝒙) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙  
𝒇(𝒙) =

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 

𝒙
  

0 𝒙 > 𝟎 𝒙 < 𝟎 

𝒇(𝒙) =  𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 
𝒇(𝒙) =

𝒕𝒂𝒏 𝟑𝒙 

𝒙
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𝒇(𝒙)اتصال الدالة   ( ابحث1مثال  = {
𝒙𝟑−𝟖

𝒙−𝟐
,     𝒙 ≠ 𝟐 

 𝟏𝟏 ,     𝒙 = 𝟐 
𝒙عند                =  ؟    𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟐)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة           = 𝟏𝟏  

𝐥𝐢𝐦د نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  ثانيا: إيجا
𝒙→𝟐

𝒙𝟑−𝟖

𝒙−𝟐
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐

𝟑𝒙𝟐

𝟏
 = 𝟑(𝟐)𝟐 = 𝟑 × 𝟒 = 𝟏𝟐 

𝒙الدالة غير متصلة عند ∴الدالة                       نهاية ≠ثالثا: بحث الاتصال      قيمة الدالة  = 𝟐 
……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  2مثال  = {
𝒙𝟐−𝒙−𝟐

𝒙−𝟐
,     𝒙 ≠ 𝟐 

 𝟏 ,           𝒙 = 𝟐 
𝒙عند                =  ؟  𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟐)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة           = 𝟏  

𝐥𝐢𝐦اية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  ثانيا: إيجاد نه
𝒙→𝟐

𝒙𝟐−𝒙−𝟐

𝒙−𝟐
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐

𝟐𝒙−𝟏

𝟏
 =

𝟐(𝟏)−𝟏

𝟏
= 𝟐 − 𝟏 = 𝟏 

𝒙الدالة متصلة عند ∴نهاية الدالة                        =ثالثا: بحث الاتصال      قيمة الدالة  = 𝟐 
……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  3مثال  = {
𝒙𝟐−𝟗

𝒙−𝟑
,     𝒙 ≠ 𝟑 

 𝟔 ,           𝒙 = 𝟑 
𝒙عند                =  ؟    𝟑

 لحــــــــــــــــــــــــــلا

𝒇(𝟑)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                                     = 𝟔  

𝐥𝐢𝐦ثانيا: إيجاد نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  
𝒙→𝟑

𝒙𝟐−𝟗

𝒙−𝟑
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟑

𝟐𝒙

𝟏
 =

𝟐(𝟑)

𝟏
= 𝟔 

𝒙الدالة متصلة عند ∴نهاية الدالة                       =ثالثا: بحث الاتصال      قيمة الدالة  = 𝟐 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( اذا كانت الدالة  4مثال  = {
𝒙−𝟏

𝒙𝟐−𝟏
,     𝒙 ≠ 𝟏 

𝒌 ,           𝒙 = 𝟏 
𝒙متصلة عند                = 𝒌فان:        𝟏 = ⋯ 

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟏)            أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                         = 𝒌  

𝐥𝐢𝐦ثانيا: إيجاد نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  
𝒙→𝟏

𝒙−𝟏

𝒙𝟐−𝟏
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟏

𝟏

𝟐𝒙
 =

𝟏

𝟐(𝟏)
=

𝟏

𝟐
 

𝒌نهاية الدالة                     =قيمة الدالة       الدالة متصلة ثالثا:  =
𝟏

𝟐
 

𝒇(𝒙)ت الدالة  ( اذا كان5مثال  = {
𝒙𝟐−𝟒

𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟐
,     𝒙 ≠ 𝟐 

𝒌 ,           𝒙 = 𝟐 
𝒙متصلة عند                = 𝒌فان:        𝟐 = ⋯ 

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟐)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                                     = 𝒌  

𝐥𝐢𝐦جاد نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  ثانيا: إي
𝒙→𝟐

𝒙𝟐−𝟒

𝒙𝟐−𝟑𝒙+𝟐
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐

𝟐𝒙

𝟐𝒙−𝟑
 =

𝟐(𝟐)

𝟐(𝟐)−𝟑
=

𝟒

𝟏
= 𝟒 

𝒌نهاية الدالة                     =ثالثا: الدالة متصلة       قيمة الدالة  = 𝟒 
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……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)الدالة  ابحث اتصال ( 6مثال  = {
𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝒙
,     𝒙 ≠ 𝟎 

𝟑 ,           𝒙 = 𝟎 
𝒙عند                =  ؟    𝟎

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟎)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                                     = 𝟑  

𝐥𝐢𝐦 ثانيا: إيجاد نهاية الدالة                                                  
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝒙
 = 𝟑 

𝒙           الدالة متصلة عند ∴نهاية الدالة          =قيمة الدالة        : الدالةبحث اتصال  ثالثا: = 𝟎 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  7مثال  = {
𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
,     𝒙 ≠ 𝟐 

 𝟒 ,     𝒙 = 𝟐 
𝒙عند                =  ؟    𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا

𝒇(𝟐)أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                                          = 𝟒  

𝐥𝐢𝐦يا: إيجاد نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  ثان
𝒙→𝟐

𝒙𝟐−𝟒

𝒙−𝟐
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟐

𝟐𝒙

𝟏
 = 𝟐(𝟐) = 𝟒 

𝒙الدالة متصلة عند ∴                     4نهاية الدالة = =ثالثا: بحث الاتصال      قيمة الدالة  = 𝟐 
……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)كانت الدالة   إذا( 8مثال  = {
𝒙𝟑−𝟐𝟕

𝒙𝟐−𝟗
,     𝒙 ≠ 𝟑 

𝒌  ,     𝒙 = 𝟑 
𝒙   متصلة عند            =  ؟kفأوجد قيمة     𝟑

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
𝒇(𝟑)        أولا: إيجاد قيمة الدالة: من تعريف الدالة                                  = 𝒌  

𝐥𝐢𝐦ثانيا: إيجاد نهاية الدالة باستخدام قاعدة لوبيتال  
𝒙→𝟑

𝒙𝟑−𝟐𝟕

𝒙𝟐−𝟗
 = 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟑

𝟑 𝒙𝟐

𝟐𝒙
 =

𝟑 (𝟑)𝟐

𝟐(𝟑)
=

𝟐𝟕

𝟔
=

𝟗

𝟐
 

  نهاية الدالة = =قيمة الدالة       الدالة متصلة  ثالثا: 
𝟗

𝟐
                     ∴ 𝒌 =

𝟗

𝟐
 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 اتصال الدالة المعرفة بقاعدتين 

𝒙تكون الدالة المعرفة بقاعدتين متصلة عند نقطة  = 𝒂   :اذا كان 

 𝒇(𝒂−)= النهاية اليسري   𝒇(𝒂+)=  النهاية اليمني   𝒇(𝒂)قيمة الدالة   

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  1ثال م = {
𝒙𝟐 + 𝟐,          𝒙 ≥ 𝟐 

𝟒𝒙 − 𝟑 ,           𝒙 < 𝟐 
𝒙عند                =  ؟    𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
 

 

 

 

𝒙النهاية اليسري           لذلك الدالة غير متصلة عند  ≠قيمة الدالة = النهاية اليمني  = 𝟐 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝑥أولا: إيجاد قيمة الدالة عند  = 2 

𝑓(2) =  22 + 2 = 4 + 2 = 6 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليمني 

𝑓(2+) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2+

𝒙𝟐 + 𝟐  

      =  22 + 2 = 4 + 2 = 6 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليسري 

𝑓(2−) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2−

𝟒𝒙 − 𝟑  

      =  4(2) − 3 = 8 − 3 = 5 
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𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  2مثال  = {
𝟑𝒙 − 𝟏,          𝒙 > 𝟏 
𝒙 + 𝟏 ,           𝒙 ≤ 𝟏 

𝒙عند                =  ؟    𝟏

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
 

 

 

 

𝒙لدالة متصلة عند لذلك ا          2= اليسرىالنهاية  =قيمة الدالة = النهاية اليمني  = 𝟏 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  3مثال  = {
𝟓 − 𝟐𝒙,          𝒙 ≥ 𝟐 
𝒙 − 𝟑 ,           𝒙 < 𝟐 

𝒙عند                =  ؟    𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
 

 

 

 

𝒙 متصلة عندغير النهاية اليسرى          لذلك الدالة  ≠قيمة الدالة = النهاية اليمني  = 𝟐 

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  4مثال  = {
𝟑𝒙𝟐 − 𝟓,          𝒙 ≥ 𝟐 
𝟐𝒙 + 𝟑 ,           𝒙 < 𝟐 

𝒙عند                =  ؟    𝟐

 لحــــــــــــــــــــــــــلا
 

 

 

 

𝒙لذلك الدالة متصلة عند         7=ية اليسرى  النها =قيمة الدالة = النهاية اليمني  = 𝟐 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( ابحث اتصال الدالة  5مثال  = {
𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙

 𝟑𝒙
,                𝒙 ≠ 𝟎 

𝟓𝒄𝒐𝒔 𝟑𝒙 ,           𝒙 = 𝟎 
𝒙عند                =  ؟    𝟎

 ـــــــــــــــللحـــــــــــا
𝑥أولا: إيجاد قيمة الدالة عند  = 1          𝑓(1) = 𝟓𝒄𝒐𝒔 𝟑(𝟎) = 𝟓 × 1 = 5  

𝑥ثانيا: إيجاد نهاية الدالة  عند  → 1                                 𝐥𝐢𝐦
𝒙→0

𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙

 𝟑𝒙
=

𝟓

𝟑
 

𝒙 نهاية الدالة         لذلك الدالة متصلة عند≠قيمة الدالة  = 𝟎 
…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 
 

𝑥أولا: إيجاد قيمة الدالة عند  = 1 

𝑓(1) =  1 + 1 = 2 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليمني 

𝑓(1+) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→1+

𝟑𝒙 − 𝟏  

      =  3(1) − 1 = 3 − 1 = 2 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليسري 

𝑓(1−) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→1−

𝒙 + 𝟏  

               =  1 + 1 = 2 

𝑥أولا: إيجاد قيمة الدالة عند  = 2 

𝑓(2) = 𝟓 − 𝟐(𝟐) = 5 − 4 = 1 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليمني 

𝑓(2+) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2+

𝟓 − 𝟐𝒙  

      =  5 − 2(2) = 5 − 4 = 1 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليسري 

𝑓(2−) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2−

𝒙 − 𝟑  

               =  2 − 3 = −1 

𝑥أولا: إيجاد قيمة الدالة عند  = 2 

𝑓(2) = 𝟑(𝟐)𝟐 − 𝟓 = 12 − 5 

             = 7 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليمني 

𝑓(2+) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2+

𝟑𝒙𝟐 − 𝟓  

      = (𝟐)𝟐 − 𝟓 = 12 − 5 = 7 

 ثانيا: إيجاد النهاية اليسرى 

𝑓(2−) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→2−

𝟐𝒙 + 𝟑  

               =  2(2) + 3 = 7 
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 فترات التزايد والتناقص للدالة
 الخطوات:

 الحرجة    xوايجاد قيم ( مساواة المشتقة الاولي بالصفر وحل المعادلة 2                     إيجاد المشتقة الاولي للدالة  (1

 ونعوض في المشتقة الاولي   x( من كل فترة نأخذ قيمة اختيارية لـ 4ترات  علي خط الاعداد وتقسيمه ف x( نضع قيم 3

 ( إذا كانت قيم المشتقة موجبة كانت الدالة تزايديه في الفترة وإذا كانت قيمة المشتقة سالبة كانت الدالة تناقصية في الفترة 5
…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)رات التزايد والتناقص للدالة  ( اوجد فت1مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 −  ؟  𝟕

 لحــــــــــــــــــــــــــلا

𝒇′(𝒙)إيجاد المشتقة الاولي للدالة      (1 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟖𝒙 +  ( ثم مساواة المشتقة بالصف               2       𝟐𝟒

𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟖𝒙 + 𝟐𝟒 =  فنحصل علي ويمكن حل المعادلة باستخدام الالة                 𝟎

𝒙 = 𝟐,                          𝒙 = 𝟒 

 

 ( تحديد الفترات 2

 

 

 

 

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 فترات التحدب لأعلي والتحدب لأسفل ونقط الانقلاب
 الحرجة  x( نساوي المشتقة الثانية بالصفر وايجاد قيم 3شتقة الثانية   ( ثم نوجد الم2نوجد المشتقة الاولي       (1

 ( نختار قيمة اختيارية من كل فترة ونعوض في المشتقة الثانية5خط الاعداد ونقسمه الي فترات  على x( نضع قيم 4

 ن تحدب لأعلي في الفترة كل تحدب لأسفل وإذا القيمة سالبة يكوكانت قيمة المشتقة الثانية في الفترة موجبة  إذا( 6

 ) من تحدب لأعلي الي تحدب لأسفل ( كانت النقطة هي نقطة انقلاب   x( اذا تغير التحدب قبل وبعد قيمة 7

,𝒙)في الدالة الاصلية لإيجاد نقطة الانقلاب     x( نعوض بقيمة 8 𝒇(𝒙)) 

𝒇(𝒙) لة ونقطة الانقلاب للدا لأسفلوالتحدب  لأعليفترات التحدب  ( اوجد1مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 +  ؟  𝟒

 الحـــــــــــــــــــــــــــل

𝒇′(𝒙)المشتقة الاولي        (1 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙          ثم إيجاد المشتقة الثانية𝒇′′(𝒙) = 𝟔𝒙 − 𝟔     

𝟔𝒙( مساواة المشتقة الثانية بالصفر وحل المعادلة  2  − 𝟔 = 𝟎     → 𝟔𝒙 = 𝟔   →     𝒙 = 𝟏             

 

 

2 4 

−∞ ∞ 

3) ]4, ∞[,        𝑥 = 5  

𝑓′(5) = 𝟑(𝟓)𝟐 − 𝟏𝟖(𝟓) + 𝟐𝟒  

          =  +9 

,4[الدالة تزايديه في الفترة  ∞[ 

 

2) ]2,4[,       𝑥 = 3  

𝑓′(3) = 𝟑(𝟑)𝟐 − 𝟏𝟖(𝟑) + 𝟐𝟒  

          =  27 − 54 + 24 = −3 

 ]2,4[الدالة تناقصية في الفترة 

 

1) ] − ∞, 2[,      𝑥 = 1  

𝑓′(1) = 𝟑(𝟎)𝟐 − 𝟏𝟖(𝟎) + 𝟐𝟒  

          =  1 − 1 + 24 = +24 

[الدالة تزايديه في الفترة  − ∞, 2[ 

+ + + + + + + + + + + + + − − − − − − − − − − − − − + + + + + + + + + + + + 
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 ( تحديد الفترات 3

 

 

 

 فان للدالة نقطة انقلاب ولإيجاد نقطة الانقلاب نعوض في الدالة   x=1نظرا لتغير التحدب قبل وبعد 

𝒇(𝟏)                      (1,2) تكون نقطة الانقلاب        = (𝟏)𝟑 − 𝟑(𝟏)𝟐 + 𝟒 = 𝟏 − 𝟑 + 𝟒 = 𝟐  

…………………………………………………………………………………………………………………………………… 
𝒇(𝒙)( نقطة الانقلاب للدالة 2مثال  = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 +  ............. )3,2(هي .............  𝟏

 الحـــــــــــــــــــــــــــل

𝒇′(𝒙)المشتقة الاولي        (1 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 + 𝒇′′(𝒙)ثم إيجاد المشتقة الثانية          𝟗 = 𝟔𝒙 − 𝟏𝟐     

𝟔𝒙( مساواة المشتقة الثانية بالصفر وحل المعادلة  2  − 𝟏𝟐 = 𝟎     → 𝟔𝒙 = 𝟏𝟐   →     𝒙 = 𝟐             

 

 ( تحديد الفترات 3

 

 

 

𝒙نظرا لتغير التحدب قبل وبعد  =  فان للدالة نقطة انقلاب ولإيجاد نقطة الانقلاب نعوض في الدالة   𝟐

𝒇(𝟐)                      )3,2( لانقلاب       تكون نقطة ا = 𝟐𝟑 − 𝟔(𝟐)𝟐 + 𝟗(𝟐) + 𝟏 = 𝟑  
…………………………………………………………………………………………………………………………………… 

𝒇(𝒙)( نقطة الانقلاب للدالة 3مثال  = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 −  .......... )1.5,-5.5( هي ................  𝟏𝟎
 ـــــــــــــــــــلالحــــــــ

𝒇′(𝒙)المشتقة الاولي        (1 = 𝟔𝒙𝟐 − 𝟏𝟖𝒙 + 𝒇′′(𝒙)ثم إيجاد المشتقة الثانية          𝟏𝟐 = 𝟏𝟐𝒙 − 𝟏𝟖     

𝟏𝟐𝒙( مساواة المشتقة الثانية بالصفر وحل المعادلة  2  − 𝟏𝟖 = 𝟎     → 𝟏𝟐𝒙 = 𝟏𝟖   →     𝒙 = 𝟏. 𝟓             

 

 ( تحديد الفترات 3

 

 

 

𝒙نظرا لتغير التحدب قبل وبعد  = 𝟏.  فان للدالة نقطة انقلاب ولإيجاد نقطة الانقلاب نعوض في الدالة   𝟓

.𝒇(𝟏        )1.5,-5.5(   تكون نقطة الانقلاب   𝟓) = 𝟐(𝟏. 𝟓)𝟑 − 𝟗(𝟏. 𝟓)𝟐 + 𝟏𝟐(𝟏. 𝟓) − 𝟏𝟎 = −𝟓. 𝟓  

1 

− − − − − − − − − − − − − 

2) ]1, ∞[,        𝑥 = 2  

𝑓′′(2) = 𝟔(𝟐) − 𝟔 = 𝟔  

 الفترة تحدب لأسفل للدالة 

1) ] − ∞, 1[,        𝑥 = 1  

𝑓′′(1) = 𝟔(𝟎) − 𝟔 = −𝟔  

 الفترة تحدب لأعلي للدالة 

 

−∞ ∞ + + + + + + + + + + + + 

2 

− − − − − − − − − − − − − 

2) ]2, ∞[,        𝑥 = 3  

𝑓′′(3) = 𝟔(𝟑) − 𝟏𝟐 = 𝟔  

 الفترة تحدب لأسفل للدالة 

1) ] − ∞, 2[,        𝑥 = 1  

𝑓′′(1) = 𝟔(𝟎) − 𝟏𝟐 = −𝟏𝟐  

 الفترة تحدب لأعلي للدالة 

 

−∞ ∞ + + + + + + + + + + + + 

1.5 

− − − − − − − − − − − − − 

2) ]1.5, ∞[,        𝑥 = 2  

𝑓′′(2) = 𝟏𝟐(𝟐) − 𝟏𝟖 = 𝟔  

 سفل للدالة الفترة تحدب لأ

1) ] − ∞, 1.5[,        𝑥 = 1  

𝑓′′(1) = 𝟏𝟐(𝟎) − 𝟏𝟖 = −𝟏𝟖  

 الفترة تحدب لأعلي للدالة 

 

−∞ ∞ + + + + + + + + + + + + 
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𝒇(𝒙)( نقطة الانقلاب للدالة 4مثال  =
𝟏

𝟑
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙 + ,𝟎) هي ................  𝟏 𝟏).......... 

 الحـــــــــــــــــــــــــــل

𝒇′(𝒙)المشتقة الاولي        (1 = 𝒙𝟐 − 𝒇′′(𝒙)ثم إيجاد المشتقة الثانية          𝟒 = 𝟐𝒙     

𝟐𝒙( مساواة المشتقة الثانية بالصفر وحل المعادلة  2  = 𝟎     → 𝒙 = 𝟎             

 

 ( تحديد الفترات 3

 

 

 

𝒙نظرا لتغير التحدب قبل وبعد  =  فان للدالة نقطة انقلاب ولإيجاد نقطة الانقلاب نعوض في الدالة   𝟎

,𝟎)تكون نقطة الانقلاب     𝟏)         𝒇(𝟎) =
𝟏

𝟑
(𝟎)𝟑 − 𝟒(𝟎) + 𝟏 = 𝟏  

 ..................................................................................................................................تمارين:

 فان الدالة ..................في الفترة  موجبةإذا كانت قيمة المشتقة الاولي للدالة عند أي نقطة في فترة  (1

 ج( لها تحدب لأعلي           د( لها تحدب لأسفل                أ( تزايديه                     ب( تناقصية     

 فان الدالة ..................في الفترة  سالبةإذا كانت قيمة المشتقة الاولي للدالة عند أي نقطة في فترة  (2

 د( لها تحدب لأسفل أ( تزايديه                     ب( تناقصية                    ج( لها تحدب لأعلي           

 فان الدالة ..................في الفترة  موجبةإذا كانت قيمة المشتقة الثانية للدالة عند أي نقطة في فترة  (3

 أ( تزايديه                     ب( تناقصية                            ج( لها تحدب لأعلي      د( لها تحدب لأسفل 

 فان الدالة ..................في الفترة  ةسالبنقطة في فترة للدالة عند أي  شتقة الثانيةكانت قيمة الم إذا (4

 أ( تزايديه                     ب( تناقصية                            ج( لها تحدب لأعلي      د( لها تحدب لأسفل 

............................................................................................................................................ 

 الدالة الصريحة والدالة الضمنية 

 طرفي الدالة والمتغير او المتغيرات المستقلة في الطرف الاخر  أحد: هي دالة يكون المتغير التابع في الدالة الصريحة

𝒚 = 𝒇(𝒙) 

𝟏) 𝒚 =  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟑             𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙𝟑 − 𝟑𝒙              𝟑) 𝒚 = 𝟒𝒙 + 𝟗             𝟒) 𝒚 = 𝒙𝟓 − 𝟑 

 كل الدوال السابقة دوال صريحة 

 يكون المتغير التابع والمتغير او المتغيرات المستقلة في طرف واحد )أي في مقدار واحد(الدالة الضمنية: 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒄 

𝟏) 𝟐𝒚 −  𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟑             𝟐) 𝟑𝒚 + 𝟒𝒙𝟑 = 𝟑𝒙              𝟑) 𝒚 + 𝟒𝒙 = 𝟗             𝟒) 𝒙𝟓 + 𝒚 = 𝟔 

  كل الدوال السابقة دوال ضمنية 

 

𝒚الدالة     (1 + 𝟑𝒙 =  الشكل ................... علىتكون دالة صريحة      𝟓

𝒚أ(  + 𝟑𝒙 − 𝟓 = 𝒙ب(      𝟎 = 𝒚 − 𝒚ج(          𝟓 = −𝟑𝒙 + 𝒙د(          𝟓 = 𝟑𝒚 + 𝟓      

0 

− − − − − − − − − − − − − 

2) ]1, ∞[,        𝑥 = 1  

𝑓′′(1) = 𝟐(𝟏) = 𝟐 

 الفترة تحدب لأسفل للدالة 

1) ] − ∞, 1[,        𝑥 = −1  

𝑓′′(−1) = 𝟐(−𝟏) = −𝟐  

 الفترة تحدب لأعلي للدالة 

 

−∞ ∞ + + + + + + + + + + + + 
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𝒚𝟐الدالة     (2 + 𝒙𝟐 =  تكون دالة صريحة على الشكل ...................     𝟒

𝒚أ(  = 𝟒 − 𝒙𝟐      )ب𝒙 = 𝟒 − 𝒚𝟐           )ج𝒚 = ±√𝟒 − 𝒙𝟐          )د𝒙 = 𝟐 − 𝒚      

 

 

 

 الدالة الفردية والدالة الزوجية 
𝒇(−𝒙)هي الدالة التي يكون  الزوجية: الدالة  = 𝒇(𝒙) 

 امثلة على الدوال الزوجية 

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐               ⟹   𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟐 = −𝒙 × −𝒙 = 𝒙𝟐 = 𝒇(𝒙)                دالة زوجية 

𝟐) 𝒇(𝒙) = |𝒙|               ⟹   𝒇(−𝒙) = |−𝒙| = |𝒙| = 𝒇(𝒙)                                    دالة زوجية 

𝟑) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒙              ⟹   𝒇(−𝒙) = 𝒄𝒐𝒙 (−𝒙) = 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝒇(𝒙)                     دالة زوجية 

𝒇(−𝒙)هي الدالة التي يكون   الفردية:الدالة  = −𝒇(𝒙) 

  الدوال الفردية امثلة على

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑               ⟹   𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟑 = −𝒙 × −𝒙 × −𝒙 = −𝒙𝟑 = −𝒇(𝒙)  دالة فردية 

𝟐) 𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙              ⟹   𝒇(−𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 (−𝒙) = −𝒔𝒊𝒏 (𝒙) = −𝒇(𝒙)              دالة فردية 

𝟑) 𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒙              ⟹   𝒇(−𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 (−𝒙) = −𝒕𝒂𝒏 𝒙 = −𝒇(𝒙)               دالة فردية 

𝒇(−𝒙)                   لدالة ليست فردية وليست زوجية إذا كان تكون ا ≠ 𝒇(𝒙)            𝒇(−𝒙) ≠ −𝒇(𝒙) 

 :امثلة بين أي الدوال الاتية فردية ام زوجية ام ليست فردية وليست زوجية

𝟏) 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟒𝒙𝟐 − 𝟓                                    𝟐) 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟒 + 𝟓
 

𝒇(−𝒙) = (−𝒙)𝟒 − 𝟒(−𝒙)𝟐 − 𝟓                            𝒇(−𝒙) =
(−𝒙)𝟑𝒔𝒊𝒏 (−𝒙)

(−𝒙)𝟒 + 𝟓
  

𝒇(−𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟒𝒙𝟐 − 𝟓 = 𝒇(𝒙)                        𝒇(−𝒙) =
−𝒙𝟑 × −𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟒 + 𝟓
=

𝒙𝟑𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟒 + 𝟓
= 𝒇(𝒙) 

 الدالة زوجية                                                             الدالة زوجية                                    

 

𝟑) 𝒇(𝒙) =
|𝒙|𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟐
                                             𝟒) 𝒇(𝒙) =

|𝒙|. (𝒙𝟐 + 𝟏)

𝒙𝟑
 

1) 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝟒 → 𝒚𝟐 = 𝟒 − 𝒙𝟐                  → 𝒚 = ±√𝟒 − 𝒙𝟐           

2) 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝟒 → 𝒙𝟐 = 𝟒 − 𝒚𝟐                  → 𝒙 = ±√𝟒 − 𝒚𝟐     
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𝒇(−𝒙) =
|−𝒙|𝒔𝒊𝒏 (−𝒙)

(−𝒙)𝟐
                                    𝒇(−𝒙) =

|−𝒙|. ((−𝒙)𝟐 + 𝟏)

(−𝒙)𝟑
  

𝒇(−𝒙) =
|𝒙| × −𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟐
= −

|𝒙|𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟐
             𝒇(−𝒙) =

|𝒙|. (𝒙𝟐 + 𝟏)

−𝒙𝟑
= −

|𝒙|. (𝒙𝟐 + 𝟏)

𝒙𝟑
= −𝒇(𝒙) 

 الدالة فردية                                                             الدالة فردية 

 الدالة التربيعية والتمثيل البياني لها 

𝒇(𝒙)    الصورة العامة للدالة التربيعية: = (𝒙 − 𝒂)𝟐 ± 𝒃     حيث  a  ,    b      ثوابت 

𝐚 كان قيمة ذا ا أ( = 𝐛 = 𝒇(𝒙)بح علي الصورة  فان الدالة تص 𝟎 = 𝒙𝟐     

𝒐منحني مفتوح لأعلي راس المنحني عند نقطة الأصل    التمثيل البياني لها  = (𝟎, 𝟎) 

 وهي دالة زوجية لتماثلها حول محور الصادات 

𝒂اذا كانت  ب(  ≠ 𝟎, 𝒃 = 𝟎   

𝒇(𝒙) دالة التربيعية( فاذا كانت الإشارة في القوس سالبة فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني ال1 = 𝒙𝟐  افقيا علي

 من الوحدات   aمحور السينات الي اليمين بمقدار 

𝒇(𝒙) ( فاذا كانت الإشارة في القوس موجبة فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني الدالة التربيعية2 = 𝒙𝟐  افقيا علي

 من الوحدات   aمحور السينات الي اليسار بمقدار 

𝒇(𝒙)جد التمثيل البياني للدالة  او (1مثال = (𝒙 − 𝟐)𝟐 

 فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني  سالبةالإشارة في القوس 

𝒇(𝒙) الدالة التربيعية = 𝒙𝟐  اليمينافقيا على محور السينات الي 

,𝟐)وحدة فيكون راس المنحني  2بمقدار   𝟎) 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  2مثال = (𝒙 + 𝟏)𝟐 

 فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني  موجبةالإشارة في القوس 

𝒇(𝒙) الدالة التربيعية = 𝒙𝟐  اليسارافقيا على محور السينات الي 

,𝟏−)واحدة فيكون راس المنحني  بمقدار وحدة  𝟎) 

 

 

𝒂اذا كانت  ج(  = 𝟎, 𝒃 ≠ 𝟎   

راسيا الي اعلي علي محور الصادات  واذا كانت سالبة تكون الازاحة راسيا الي موجبة فان الازاحة تكون   bاذا كان قيمة 

 اسفل علي محور الصادات 

2 

-1 

ملحوظة: إذا كانت الإشارة داخل القوس سالبة تكون إزاحة الي اليمين واذا كانت الإشارة داخل القوس موجبة تكون 

 إزاحة الي اليسار 
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𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  3مثال = 𝒙𝟐 + 𝟑 

𝐛قيمة العدد  =  علي منحني الدالة بإزاحة منحني  موجب فنحصل  𝟑

𝒇(𝒙) الدالة التربيعية = 𝒙𝟐  محور الصاداتعلي  علىالي أراسيا  

,𝟎)وحدة فيكون راس المنحني  3بمقدار   𝟑) 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  4مثال = 𝒙𝟐 − 𝟐 

𝐛قيمة العدد  =  فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني سالبة   𝟐−

𝒇(𝒙) الدالة التربيعية = 𝒙𝟐  راسيا الي أسفل علي محور الصادات 

,𝟎)واحدة فيكون راس المنحني  وحدة 2بمقدار   −𝟐) 

 

 

 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  5مثال = (𝒙 − 𝟏)𝟐 + 𝟐 

 وحدة  1هنا نلاحظ هناك إزاحة افقيا الي اليمين على محور السينات بمقدار 

 وحدة للدالة التربيعية 2محور الصادات بمقدار  علىالي اعلي  راسياإزاحة و

  𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐     𝟏)فيكون راس المنحني, 𝟐) 

............................................................................................................................................ 

𝒇(𝒙)   ثانيا: الصورة العامة لدالة المقياس: = |𝒙 − 𝒂| ± 𝒃     حيث  a  ,    b      ثوابت 

𝐚 كان قيمة  إذا أ( = 𝐛 = 𝒇(𝒙)فان الدالة تصبح على الصورة   𝟎 = |𝒙|     

𝒐عند نقطة الأصل     لهما نقطة بداية واحدةلأعلي  شعاعينالتمثيل البياني لها  = (𝟎, 𝟎) 

 وهي دالة زوجية لتماثلها حول محور الصادات 

𝒂كانت   إذاب(  ≠ 𝟎, 𝒃 = 𝟎   

𝒇(𝒙) دالة المقياسالبة فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني س في المقياس( فاذا كانت الإشارة 1 = |𝒙|  افقيا علي

 من الوحدات   aمحور السينات الي اليمين بمقدار 

𝒇(𝒙)  دالة المقياسموجبة فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني  المقياس( فاذا كانت الإشارة في 2 = |𝒙|  افقيا علي

 من الوحدات   aبمقدار محور السينات الي اليسار 

 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  1مثال = |𝒙 − 𝟐| 

 فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني  سالبة في المقياسالإشارة 

3 

-2 

تكون إزاحة سالبة   bوإذا كانت راسيا الي اعلي علي محور الصادات تكون إزاحة  موجبة bقيمة لحوظة: إذا كانت م

  راسيا الي اسفل علي محور الصادات 

1 

2 
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𝒇(𝒙) دالة المقياس = |𝒙|  اليمينافقيا على محور السينات الي 

,𝟐) نقطة بداية الشعاعين وحدة فيكون  2بمقدار   𝟎) 

 

𝒇(𝒙)وجد التمثيل البياني للدالة  ( ا2مثال = |𝒙 + 𝟏| 

 فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني  موجبة في المقياسالإشارة 

𝒇(𝒙) دالة المقياس = |𝒙|  اليسارافقيا على محور السينات الي 

,𝟏−)نقطة بداية الشعاعينبمقدار وحدة واحدة فيكون   𝟎) 

 

 

𝒂كانت   إذاج(  = 𝟎, 𝒃 ≠ 𝟎   

موجبة فان الازاحة تكون راسيا الي اعلي علي محور الصادات  واذا كانت سالبة تكون الازاحة راسيا الي   bيمة اذا كان ق

 اسفل علي محور الصادات 

 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  3مثال = |𝒙| + 𝟑 

𝐛قيمة العدد  =  موجب فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني   𝟑

𝒇(𝒙) دالة المقياس  = |𝒙|  راسيا الي أعلى علي محور الصادات 

,𝟎) نقطة بداية الشعاعينوحدة فيكون  3بمقدار   𝟑) 

 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  4مثال = |𝒙| − 𝟐 

𝐛قيمة العدد  =  سالبة فنحصل علي منحني الدالة بإزاحة منحني   𝟐−

𝒇(𝒙) دالة المقياس  = |𝒙| لصادات راسيا الي أسفل علي محور ا 

,𝟎)نقطة بداية الشعاعينوحدة واحدة فيكون  2بمقدار   −𝟐) 

 

 

 

𝒇(𝒙)( اوجد التمثيل البياني للدالة  5مثال = |𝒙 − 𝟏| + 𝟐 

 وحدة  1هنا نلاحظ هناك إزاحة افقيا الي اليمين على محور السينات بمقدار 

 اس لدالة المقيوحدة  2راسيا الي اعلي على محور الصادات بمقدار إزاحة و

  𝒇(𝒙) = |𝒙|     𝟏)فيكون راس المنحني, 𝟐) 

ن موجبة تكو داخل المقياسسالبة تكون إزاحة الي اليمين وإذا كانت الإشارة  مقياسملحوظة: إذا كانت الإشارة داخل ال

 إزاحة الي اليسار 

تكون إزاحة سالبة   bوإذا كانت راسيا الي اعلي علي محور الصادات تكون إزاحة  موجبة bقيمة ملحوظة: إذا كانت 

  راسيا الي اسفل علي محور الصادات 

2 

-1 

3 

-2 

1 

2 
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 تمارين: 

𝒇(𝒙)يمكن الحصول علي منحني الدالة   (1 = 𝒙𝟐 − 𝒇(𝒙)بإزاحة منحني الدالة   𝟏 = 𝒙𝟐 .........الي 

𝒇(𝒙)يمكن الحصول علي منحني الدالة   (2 = |𝒙 − 𝒇(𝒙)بإزاحة منحني الدالة   |𝟑 = 𝒙𝟐 .........الي 

𝒇(𝒙)نوع الدالة   (3 =
𝒙𝟐𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟒+𝟏
  ...................... 

𝒇(𝒙)نوع الدالة   (4 =
𝒙𝟑𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝒙𝟓+𝒙
  ...................... 

𝟐𝒚𝟐( الدالة  5 + 𝒙 =  هي دالة صريحة على الشكل .................... 𝟕

𝒚( الدالة  6 = 𝟔𝒙𝟐 +  ضمنية على الشكل .................... هي دالة  𝟑

𝑸𝒏( إذا علمت ان دالة الطلب لسلعة معينة 7 = 𝟑𝒑 − 𝑸𝒏 لنفس السلع  ودالة العرض  𝟒 = 𝟑𝟔 − 𝟐𝒑   فأجب عما

 ( 41،    11،     8،       21يأتي   ا( سعر التوازن ...................          ) 

 (    21،        24،          8،        36ندها التوازن ....)   ب( الكمية التي يحدث ع        

𝒚كانت    إذا( 8 =  𝒆−𝟓𝒙      فان             𝒚′ = ⋯,           ∫ 𝒆−𝟓𝒙 𝒅𝒙 = ⋯,                𝒚′′ = ⋯                  

𝒚  كانت الدالة( اذا 9 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐  𝟏)  ]ب هي .....فان نقطة الانقلا, −𝟑),   (𝟏, −𝟒), (𝟏, 𝟎), (𝟏, −𝟐)  ]  

............................................................................................................................................ 

 التفاضل الجزئي
 من متغير  أكثرواحد                                 ب( دوال ذات تنقسم الدوال الي        أ( دوال ذات متغير 

                                 عادي(التفاضل في هذه الحالة تفاضل  واحد )يسميأ( دوال ذات متغير 

 𝟏) 𝒚 =  𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 + 𝟐 ⟹       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 − 𝟑,            𝟐)𝒚 = 𝟑 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟏 ⟹       

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒙 + 𝟔  

 

 

 (                                 جزئي) يسمي التفاضل في هذه الحالة تفاضل   اكثر من متغير( دوال ذات 

𝟏) 𝒛 = 𝟐𝒙𝒚 + 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟐                                                     𝟐)𝒛 = 𝟑 𝒙𝒕 + 𝒙𝟐𝒚 + 𝒚𝒕𝟓 

 

 

     ويرمز له بالرمز    tو   yو    xبالنسبة لـ جزئي تفاضل التفاضل  علىفي هذه الحالة يطلق 
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
,     

𝝏𝒛

𝝏𝒕
, ..    

𝒛اذا كانت الدالة  (1مثال = 𝟐𝒙𝟐𝒚 + 𝟑𝒙𝒚𝟑    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
 

 الحـــــــــــــــل

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟐(𝟐𝒙)𝒚 + 𝟑(𝟏)𝒚𝟑 = 𝟒𝒙𝒚 + 𝟑𝒚𝟑,   𝒁𝒚 =

𝝏𝒛

𝝏
= 𝟐𝒙𝟐(𝟏) + 𝟑𝒙(𝟑𝒚𝟐) = 𝟐𝒙𝟐 + 𝟗𝒙𝒚𝟐  

𝒛( اذا كانت الدالة 2مثال = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
 

 الحـــــــــــــــل

متغير 

 تابع

متغير 

 تفاضل عادي مستقل
متغير 

 تابع

متغير 

 تفاضل عادي مستقل

متغير 

 تابع

x ,y  

متغير  متغيرين  مستقلين

 تابع

x ,y, t  

 متغيرات  مستقلة 3
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𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟎 = 𝟐𝒙,                                                                  𝒁𝒚 =

𝝏𝒛

𝝏
= 𝟎 + 𝟐𝒚 = 𝟐𝒚  

 

𝒛( اذا كانت الدالة 3مثال = 𝟐𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝟓𝒚𝟑𝒕𝟐 + 𝟔𝒙𝒚𝒕    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
,    

𝝏𝒛

𝝏𝒕
 

 الحـــــــــــــــل

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟐(𝟑𝒙𝟐)𝒚𝟐 + 𝟎 + 𝟔(𝟏)𝒚𝒕 = 𝟔𝒙𝟐𝒚𝟐   + 𝟔𝒚 𝒕                                                               

𝒁𝒚 =
𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟐𝒙𝟑(𝟐 𝒚) + 𝟓(𝟑𝒚𝟐)𝒕𝟐 + 𝟔𝒙(𝟏)𝒕 = 𝟒𝒙𝟑 𝒚 + 𝟏𝟓𝒚𝟐𝒕𝟐 + 𝟔𝒙𝒕 

𝒁𝒕 =
𝝏𝒛

𝝏𝒕
= 𝟎 + 𝟓𝒚𝟑(𝟐𝒕) + 𝟔𝒙𝒚(𝟏) = 𝟏𝟎𝒚𝟑𝒕 + 𝟔𝒙𝒚 

𝒛( اذا كانت الدالة 4مثال = 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟑 + 𝟓𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒙𝟒𝒚𝟓    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
     

 الحـــــــــــــــل

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟑(𝟐𝒙)𝒚𝟑 + 𝟓(𝟏)𝒚𝟐 + 𝟐(𝟒𝒙𝟑)𝒚𝟓 = 𝟔𝒙𝒚𝟑 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟖𝒙𝟑𝒚𝟓            

𝒁𝒚 =
𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟑𝒙𝟐(𝟑𝒚𝟐) + 𝟓𝒙(𝟐𝒚) + 𝟐𝒙𝟒(𝟓𝒚𝟒) = 𝟗𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 + 𝟏𝟎𝒙𝟒𝒚𝟒 

𝒛( اذا كانت الدالة 5مثال = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
     

 ــــــــــــلالحـــ

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟐𝒙 + 𝟐(𝟏)𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 ,                                   𝒁𝒚 =

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟎 + 𝟐𝒙(𝟏) = 𝟐𝒙 

𝒛( اذا كانت الدالة 6مثال = 𝟔𝒙𝟐𝒚 + 𝟑𝒙𝒚𝟐    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
     

 الحـــــــــــــــل

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟔(𝟐𝒙)𝒚 + 𝟑(𝟏)𝒚𝟐 = 𝟔𝒙𝒚 + 𝟑𝒚𝟐 ,    𝒁𝒚 =

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟔𝒙𝟐(𝟏) + 𝟑𝒙(𝟐𝒚) = 𝟔𝒙𝟐 + 𝟔𝒙𝒚 

𝒛( اذا كانت الدالة 7مثال = 𝟑𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝟔𝒙𝟑𝒚 + 𝟒𝒙𝒚𝟑    :فأوجد
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,   

𝝏𝒛

𝝏𝒚
     

 الحـــــــــــــــل

𝒁𝒙 =
𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝟑(𝟐𝒙)𝒚𝟐 + 𝟔(𝟑𝒙𝟐)𝒚 + 𝟒(𝟏)𝒚𝟑 = 𝟔𝒙𝒚𝟐 + 𝟏𝟖𝒙𝟐𝒚 + 𝟒𝒚𝟑            

𝒁𝒚 =
𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝟑𝒙𝟐(𝟐𝒚) + 𝟔𝒙𝟑(𝟏) + 𝟒𝒙(𝟑𝒚𝟐) = 𝟔𝒙𝟐𝒚 + 𝟔𝒙𝟑 + 𝟏𝟐𝒙𝒚𝟐 

 

  المعادلات التفاضلية
 ينقسم التفاضل الي 

   ,للدالة متغير واحد كون ي تفاضل عادي (1
𝒅𝒚

𝒅𝒙
,

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
,

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
, …  تفاضل عادي من الرتبة الاولي والثانية والثالثة ... .…

   للدالة أكثر من متغير  يكونجزئي تفاضل  (2
𝝏𝒛

𝝏𝒙
,

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒙𝟐
,

𝝏𝒛

𝝏𝒚
,

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝟐
,  من الرتبة الاولي والثانية ... جزئيفاضل ت …

 رتبة المشتقة: هو أعلي مستوي تفاضل للدالة
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ت لمتغير تابع بالنسبة لمتغير أو أكثر من المتغيرا أو تفاضلاتهي معادلة تحتوي على مشتقات تعريف المعادلة التفاضلية: 

 المستقلة.

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 2𝑥 + 3,               

𝝏𝒛

𝝏𝒙
= 𝑥 + 3𝑦,                 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 3𝑥 = 6,            

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝟐
+ 4𝑥 − 3𝑦 = 2     

 أنواع المعادلات التفاضلية

 تفاضلية جزئية  معادلات( 2معادلات تفاضلية عادية                                                           (1

وي على متغير مستقل واحد فإن المشتقة تصبح مشتقة عادية وتصبح المعادلة تالمعادلة تح كانت إذا عاديةمعادلات تفاضلية 

مثل   ((Ordinary Differential Equation معادلة تفاضلية عادية
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 2𝑥 + 3,           

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
− 3𝑥 = 6     

غير مستقل واحد فإن المشتقات تكون مشتقات جزئية وتصبح على أكثر من متاحتوت المعادلة إذا  معادلات تفاضلية جزئية

مثل (Partial Differential Equation) جزئيةمعادلة تفاضلية المعادلة 
𝝏𝒛

𝝏𝒙
+

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝑥 + 3𝑦,        

𝝏𝟐𝒛

𝝏𝒚𝟐
+ 4𝑥 = 3𝑦   

xdyالمعادلة التفاضلية  ( 1مثال 
5y e

dx
   فاضلية عاديةمعادلة تهي  

وذلك لأن المشتقة 
dy

dx
 .هي مشتقة عادية 

3لمعادلة التفاضلية ( 2مثال 
y y

y
x z

 
 

 
 هي معادلة تفاضلية جزئية  

,وذلك لأن المشتقات  
y y

x z

 

 
 .هي مشتقات جزئية 

 لدرجة [تصنيف المعادلات التفاضلية ] حسب الرتبة وا

        التفاضلية.تظهر في المعادلة  مشتقةاو اعلي أكبر هي    المعادلة التفاضلية رتبة :تعريف

المعادلة التفاضلية  1مثال
53

3
2 5

d y dy
x

dx dx

 
  

 
 من الرتبة الثالثة 

  .المعادلة التفاضلية من الرتبة الثالثةهذه                                مشتقه هي الثالثة أكبر نلاحظ
′′′′𝑦المعادلة التفاضلية   1مثال + 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑥  هي معادلة تفاضلية من الرتبة الرابعة 

التفاضلية  المعادلة (3مثال
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝒚 =  العبارة خاطئة (  -) العبارة صحيحة             من الرتبة الاولي  𝟏

المعادلة التفاضلية  (4مثال
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
+ (

𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝟓
+ 𝒙 =  العبارة خاطئة (  -) العبارة صحيحة     خامسة  من الرتبة ال 𝟕

............................................................................................................................................. 

 تظهر في المعادلة التفاضلية. أس أكبر مشتقةهي  درجة المعادلة التفاضلية

  المعادلة التفاضلية التالية
2 63

3
2 7

d y dy

dx dx

   
    

  
 ..من الدرجة الثانيةهي 

 أن.. نلاحظ

أكبر مشتقة هي .1
3

3

 
 
 

d y

dx
 .وهذا يعني أنها من الرتبة الثالثة 

أن  وهذا يعنيمرفوعة للأس الثاني  إليه فنجدهاالأس المرفوعة  مشذذذذذذذتقة( ندرسلتي هي أكبر )واالمشذذذذذذذتقة لهذذه  .2
 المعادلة التفاضلية من الدرجة الثانية.  

 

)  المعادلة التفاضلية التالية( 2مثال 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐)
𝟑

+ (
𝒅𝒚

𝒅𝒙
)

𝟓
+ 𝒙 =  الثالثة.من الدرجة هي  𝟏𝟏
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 أن.. نلاحظ

   قة هيأكبر مشت .1
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 الثانية.من الرتبة  وهذا يعني أنها  

أن  وهذا يعني لثللأس الثا مرفوعة إليه فنجدهاالأس المرفوعة  مشذذذذذذذتقة( ندرس)والتي هي أكبر المشذذذذذذذتقة لهذه  .2
   الثالثة.ادلة التفاضلية من الدرجة المع

)  المعادلة التفاضلية ( 3مثال 
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐)
𝟑

+
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙 = 𝟏𝟏 : 

 لذلك فهي من الدرجة الثالثة  3(                 لان اس اعلي مشتقة بها هو ×الثانية )من الدرجة هي 

  هي المشتقة الثانية  لذلك فهي من الرتبة الثانية (                 لان اعلي مشتقة بها ×الثالثة ) رتبة من الهي 

 

 حل المعادلات التفاضلية
 باستخدام التكامل( حل المعادلات التفاضلية عن طريق فصل المتغيرات )

المعادلة التفاضلية  ( حل1مثال
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙   ؟ الحـــــــــــــل 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟐𝒙

𝟏
             ⟹     𝒅𝒚 × 𝟏 = 𝟐𝒙 × 𝒅𝒙 ⟹  𝒅𝒚 = 𝟐𝒙𝒅𝒙 ⟹ ∫  𝒅𝒚 = ∫ 𝟐𝒙𝒅𝒙      

⟹ 𝒚 =
𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄     ⟹ 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒄        

المعادلة التفاضلية  ( حل2مثال
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 +  ؟ الحـــــــــــــل   𝟑

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟐𝒙 + 𝟑

𝟏
             ⟹     𝒅𝒚 × 𝟏 = (𝟐𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙 ⟹  𝒅𝒚 = (𝟐𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙      

⟹ ∫  𝒅𝒚 = ∫(𝟐𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙   ⟹ 𝒚 =
𝟐𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟑𝒙 +  𝒄     ⟹ 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝒄        

المعادلة التفاضلية  ( حل3مثال
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟔𝒙   ؟ الحـــــــــــــل 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟔𝒙

𝟏
             ⟹     𝒅𝒚 × 𝟏 = 𝟔𝒙 × 𝒅𝒙 ⟹  𝒅𝒚 = 𝟔𝒙𝒅𝒙 ⟹ ∫  𝒅𝒚 𝒅𝒚 = ∫ 𝟔𝒙𝒅𝒙      

⟹ 𝒚 =
𝟔𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄     ⟹ 𝒚 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝒄        

المعادلة التفاضلية  ( حل4ثالم
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙

𝒚
 ؟ الحـــــــــــــل   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙

𝒚
             ⟹    𝒚 𝒅𝒚 = 𝒙𝒅𝒙 ⟹  ∫  𝒚 𝒅𝒚 = ∫ 𝒙𝒅𝒙      

⟹
𝒚𝟐

𝟐
=

𝒙𝟐

𝟐
+

𝒄

𝟐
     ⟹ 𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒄        

( حل المعادلة التفاضلية 5مثال
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙
 المقام  ÷البسط = المقام ÷؟ الحـــــــــــــل هنا لفصل المتغيرات نقسم البسط   

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙
             ⟹     

𝒅𝒚

𝒚
=

𝒅𝒙

𝒙
 ⟹  ∫  

𝟏

𝒚
𝒅𝒚 = ∫

𝟏

𝒙
𝒅𝒙      

⟹ 𝒍𝒏 (𝒚) = 𝒍𝒏(𝒙) + 𝒍𝒏(𝒄)     ⟹ 𝒍𝒏 (𝒚) = 𝒍𝒏(𝒄. 𝒙)       ⟹ 𝒚 = 𝒄. 𝒙   
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 قسم المراجعات

  متنوعة(تحت عنوان تمارين  –حل تمارين المراجعة الاولي في المحاضرة العاشرة  تم) الاولي:المراجعة العامة 

 السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة 

 تقع في الربع .......    (3- , 2)  ( النقطة التي احداثياتها 1

 د( الرابع الثالث               ج (                أ( الأول                    ب( الثاني    

 تقع في الربع .......  (5-,1-)( النقطة 2

 د( الرابع الثالث               أ( الأول                    ب( الثاني                    ج (

 تقع .......  (2 , 0)( النقطة 3

 د( علي محور الصادات       الربع الثالث   في  ج (          حور السيناتب( علي م                أ( في الربع الأول 

 =  a  + b     ... فان           (3, 1) = (a, b)( اذا كان     4

 4( د                    3   ( جـ                       2(   ب                             1(  أ

 ..……=Xفان         X × Y  = {(2 , 6) , (2 , a) , (5 , 6) , (5 ,a), (8,6), (8 ,a)} اذا كان       ( 5

  { 6  , 5}( د              { a , 6}( جـ             { 3 , 2 }(   ب            {8 ,  5 ,2  }(  أ

  ..…= n (X × y)      فان       n(X) = 3   ,      n (Y) = 2          ( اذا كان6

   6   (د                       5    ( جـ                  3(   ب                            2(  أ

 يساوي  تمثل دالة فان مداها    R = {(1,2) , (2,3) , (5,2), (4,3)}  ( اذا كانت العلاقة 0

 {3,4,6,7}د(                {2,3,4,5}ج(         {1,2,4,5}ب(              { 3 ,2 }أ(     

   … = f (3) × 2فان               f (x) = 2إذا كانت        (  8

 2د(                        3ج(                      4ب(                    10أ(       

 وحدات هي   5ويقطع جزءا من محور الصادات السالب طوله   2معادلة الخط المستقيم الذي ميله  ( 0

    y=2x+ 2د(         y=5x- 2ج(           y=2x- 5ب(           y=-2x+ 5أ(     

 يساوي .........      (4 , 3)    ,     (3 ,2)ميل المستقيم المار بالنقطتين   ( 01

     4 د(                                  3ج(                            2ب(                            1أ(      

𝒇(𝒙)(  الدالة    11 = 𝟐𝒙𝟓 + 𝟓𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 −  من الدرجة    𝟏𝟏

 (         الخامسة          د                  (      الثالثة ج(    الثانية              ب           الاولي         ( أ     

 الصادات في النقطة  يمثلها بيانيا خط مستقيم يقطع محور      f(x)=5(  الدالة    12

    (0 , 0)(         د                (5,5)(      ج              (0,5)(    ب                        (5,0)( أ     

سنويا لمدة خمس سنوات فان قيمة الفائدة المستحقة في نهاية  %01ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة بسيطة  01111( أودع شخص مبلغ 13

 مدة تساوي .......ال

    5111(        د                15000(    ج              10000(    ب                        20000( أ  

 سنويا لمدة ثلاث سنوات فان جملة المبلغ في نهاية المدة تساوي  %8ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة مركبة  0111( اقترض شخص مبلغ 14

    450.002(        د            2250.002(    ج           250.002(    ب                  0250.002( أ  
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 من السنوات يساوي    nسنويا لمدة       %Rبمعدل فائدة مركبة      P( جملة مبلغ    15

𝑺( أ = 𝑷 +  (𝟏 + 𝑹)𝒏    ب )𝑺 = 𝑷 − (𝟏 + 𝑹)𝒏   ج )𝑺 = 𝑷 ÷ (𝟏 + 𝑹)𝒏   د   )𝑺 = 𝑷 × (𝟏 + 𝑹)𝒏 

 هي ....       f(x) = 10( المشتقة الاولي للدالة     16

    10(        د                            15(    ج                      5(    ب                                0( أ

 هي   فان المشتقة الأول لها      x + 2 2f(x) = x +( اذا كانت الدالة      17

   f’(x)= 2x+2(     د             f’(x)=2x+0(    ج       2f’(x)= x  1+(    ب              f’(x)= 2x( أ

 يساوي .......     x=1عندما         2x +1-3f(x) = x( ميل المماس لمنحني الدالة    08

   4(        د                            3(    ج                      2(    ب                                1( أ

𝟐(     إذا كان        00 ∈   𝑿         𝟓و  ∈    𝒀                        𝟓)فان, 𝟐) ∈ ⋯ … …. 

𝑿( أ × 𝒀                       ب    )𝒀 × 𝑿              ج    )𝑿𝟐                          د        )𝒀𝟐   

 (    ميل الخط المستقيم المرسوم في الشكل المقابل                       21

          غير ومعروف( د             صفر     ج                   سالب(    ب                موجب ( أ

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة    20 = (𝒙 − 𝟐)(𝒙 + 𝒇′(𝒙)فان                           (𝟐 = ⋯ 

𝟐𝒙(    ج              𝟐𝒙(    ب                       𝒙𝟐( أ −    𝒙(        د                          𝟒

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 22 =
𝟐𝒙−𝟏

𝟑𝒙+𝟐
𝒇′(𝒙)فان                                = ⋯ 

( أ
𝟕

𝟑𝒙+𝟐
(    ب                       

𝟕

(𝟑𝒙+𝟐)𝟐              ج    )
−𝟕

(𝟑𝒙+𝟐)𝟐                          د        )
𝟕

(𝟐𝒙−𝟏)𝟐   

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 23 = (𝟐𝒙 + 𝒇′(𝒙)فان                               𝟓(𝟕 = ⋯ 

𝟐𝟎𝒙)(  أ + 𝟐𝒙)𝟏𝟎(     ب        𝟒(𝟕𝟎 + 𝟐𝒙)𝟓(     ج          𝟓(𝟕 + 𝟐𝒙)𝟏𝟎(    د            𝟒(𝟕 + 𝟕)𝟒   

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 24 = 𝒙𝟑 + 𝟐𝐱 + 𝒇′′(𝒙)فان                               𝟏 = ⋯ 

𝟑𝒙𝟐(     ب                       𝟔𝒙𝟐(  أ + 𝟔𝒙(    د                    𝟔𝒙(     ج                    𝟐 + 𝟐   

𝒇(𝒙)( القيمة العظمي للربح اذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة 25 = −𝟐𝒙𝟐 + 𝟏𝟐𝒙 +  هي  𝟑

   𝟐𝟏(    د                    𝟐𝟎(     ج                    𝟏𝟗(     ب                       𝟏𝟖(  أ

𝑬𝑷فان مرونة الطلب السعرية        qوالكمية المطلوبة من هذه السلعة    Pسعر السلعة  (   اذا كان26 = ⋯ 

(  أ
𝑷+𝒒′

𝒒
(     ب                           

𝑷−𝒒′

𝒒
(     ج                       

𝑷.  𝒒′

𝒒
(    د                       

𝑷÷𝒒′

𝒒
   

𝒇(𝒙)الدالة    ( ميل المماس لمنحني20 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 +  يساوي .........   x= 3عند       𝟏

   𝟎(    د                       𝟏𝟖(     ج                       𝟏𝟐(     ب                           𝟔(  أ

 ات فان جملة المبلغ في نهاية المدة يساوي .........سنو 3سنويا لمدة  %8في احد البنوك بمعدل فائدة مركبة  5111( اودعت مرام مبلغ  28

.𝟏𝟐𝟗𝟖(     ب              𝟔𝟎𝟎𝟎(  أ .𝟔𝟐𝟗𝟖(     ج                       𝟓𝟔 .𝟔𝟐𝟑𝟗(    د                       𝟓𝟔 𝟓𝟔   

𝒇(𝒙)( اذا كانت الدالة         20 = 𝒆𝟑𝒙   فان المشتقة الاولي للدالة        𝒇′(𝒙) = ⋯ 

(     ب                           𝒆𝟑𝒙(  أ
𝒆𝟑𝒙

𝟑
   𝟑𝒆𝟑𝒙−(    د                      𝟑𝒆𝟑𝒙(     ج                       

𝒇(𝒙)( اذا كانت الدالة   31 = 𝒍𝒏 𝟐𝒙    فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯ 
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(     ب                           𝟐𝒙(  أ
𝟐

𝒙
(     ج                       

𝟏

𝟐𝒙
(    د                               

𝟏

𝒙
    

𝑪(𝒙) ( اذا كانت دالة التكاليف الكلية تعطي بالعلاقة 30 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 +  تساوي   x=10فان التكاليف الحدية عند  𝟐𝟎

   𝟓𝟎(    د                        𝟏𝟕(     ج                       𝟐𝟑(     ب                           𝟏𝟓𝟎(  أ

32 )∫ 𝒙 + 𝟏 𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝒙𝟐(  أ + 𝒄                ب     )𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒄               ج     )
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 + 𝒄            د    )

𝟏

𝟐
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒄    

𝒇(𝒙)( اذا كانت الدالة         33 = 𝒆−𝟓𝒙           فان المشتقة الثانية  للدالة𝒇′′(𝒙) = ⋯ 

(     ب                           𝒆−𝟓𝒙(  أ
𝒆−𝟓𝒙

𝟐𝟓
   𝟐𝟓𝒆−𝟓𝒙−(    د                      𝟐𝟓𝒆−𝟓𝒙(     ج                       

𝑹(𝒙) الايراد تعطي بالعلاقة  ( اذا كانت دالة34 = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙  فان الايراد الحدي عندx=100   تساوي 

   𝟗𝟓𝟎𝟎(    د                        𝟏𝟗𝟓(     ج                       𝟐𝟎𝟓(     ب                           𝟑𝟎𝟎(  أ

35 )∫ 𝒙−𝟓 𝒅𝒙       ...... يساوي 

(  أ
𝒙−𝟔

−𝟔
+ 𝒄                ب     )𝒙−𝟔 + 𝒄               ج     )𝒙−𝟒 + 𝒄            د    )

𝒙−𝟒

−𝟒
+ 𝒄    

𝒇(𝒙)( المساحة تحت منحنى الدالة 36 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝒙المستقيمين    وبين  𝟏 = 𝟎,   𝒙 =  تساوي   𝟐

   𝟖(    د                        𝟏𝟎(     ج                       𝟏𝟑(     ب                           𝟏𝟐(  أ

∫دالة فان     f(x)( اذا كانت 30 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂
𝒅𝒙 = ⋯ 

𝑭(𝒃)(  أ + 𝑭(𝒂)        ب     )𝑭(𝒃) − 𝑭(𝒂)       ج     )𝑭(𝒂) − 𝑭(𝒃)          د    )𝑭(𝒃) ÷ 𝑭(𝒂)   

𝒇(𝒙)( اذا كانت الدالة         38 = 𝒆𝟑𝒙           فان المشتقة الاولي للدالة∫ 𝒆𝟐𝒙𝒅𝒙 = ⋯ 

(     ب                           𝒆𝟐𝒙(  أ
𝒆𝟐𝒙

𝟐
   𝟐𝒆𝟐𝒙−(    د                      𝟐𝒆𝟐𝒙(     ج                       

30 )∫ √𝒙 𝒅𝒙       ...... يساوي 

(  أ
𝒙𝟎.𝟓

𝟎.𝟓
+ 𝒄                ب     )

𝒙−𝟎.𝟓

−𝟎.𝟓
+ 𝒄               ج     )

𝒙𝟏.𝟓

𝟏.𝟓
+ 𝒄 + 𝒄                د    )

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝒄   

𝑷(𝒙) الربح تعطي بالعلاقة  ( اذا كانت دالة41 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 د الحدي عند فان الايراx=10   تساوي 

   𝟑𝟎(    د                        𝟒𝟎(     ج                       𝟑𝟎(     ب                           𝟏𝟎𝟎(  أ

40 )∫(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟔 𝒅𝒙       ...... يساوي 

(  أ
(𝟐𝒙−𝟏)𝟓

𝟏𝟎
+ 𝒄                ب     )

(𝟐𝒙−𝟏)𝟕

𝟕
+ 𝒄               ج     )

(𝟐𝒙−𝟏)𝟕

𝟏𝟒
+ 𝒄            𝟐)𝟔(    د𝒙 − 𝟏)𝟓 + 𝒄    

42 )∫(𝟐𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏)𝟕 (𝟒𝒙 + 𝟑)𝒅𝒙       ...... يساوي 

(  أ
(𝟐𝒙𝟐+𝟑𝒙−𝟏)𝟖

𝟖
+ 𝒄        𝟐)   (  ب𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏)𝟖 + 𝒄    𝟐)𝟕(  ج𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 −     لا شيء مما سبق (    د      𝟔(𝟏

43 )∫
𝟏

𝒆𝟑𝒙−𝟓 𝒅𝒙       ...... يساوي 

(  أ
𝒆𝟑𝒙−𝟓

𝟑
+ 𝒄                            )ب

𝒆−𝟑𝒙+𝟓

−𝟑
+ 𝒄                    𝟑( ج. 𝒆𝟑𝒙−𝟓             𝟑− (     د𝒆−𝟑𝒙+𝟓 + 𝒄  
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𝑪′(𝒙) إذا كانت دالة التكاليف الحدية تعطي بالعلاقة  (44 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + فان دالة التكاليف عند  011علما بان التكاليف الثابتة تساوي  𝟐𝟎

𝑪(𝒙)هي   = ⋯ 

𝒙𝟑(  أ + 𝒙𝟐 + 𝟐𝟎𝒙      𝟔      (     ب 𝒙 + 𝒙 𝟔(     ج   𝟐 + 𝒙𝟑(    د      𝟏𝟎𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝟐𝟎𝒙 + 𝟏𝟎𝟎   

45 )∫
𝟏

𝒙
𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝒙𝟐(  أ + 𝒄                          ب  )   𝒙−𝟏 + 𝒄                       ج )𝒙 + 𝒄                   د    )     𝒍𝒏 𝒙 + 𝒄  

𝑹′(𝒙) ( إذا كانت دالة الايراد الحدي تعطي بالعلاقة 46 = 𝟓𝒙𝟒 + 𝟑𝒙𝟐 +  تساوي...   x=1فان دالة الايراد عند  𝟖

  𝟖     (    د                          𝟏𝟎( ج                          𝟏𝟔   (  ب                              𝟐𝟔(  أ

𝒑′(𝒙)إذا كانت دالة الربح الحدي لإنتاج إحدى الشركات هي ( 40 = 𝟏𝟐𝒙𝟓 + 𝟏𝟓𝒙𝟒 + 𝟐𝟒𝒙𝟑  ...فان دالة الربح  

𝟐𝒙𝟔(  أ + 𝟑𝒙𝟓 + 𝟔𝒙𝟒       𝟔𝟎   (  ب𝒙𝟒 + 𝟔𝟎𝒙𝟑 + 𝟕𝟐𝒙𝟐  𝟓( ج𝒙𝟒 + 𝟒𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐    𝟏𝟐(  د𝒙𝟔 + 𝟏𝟓𝒙𝟓 + 𝟐𝟒𝒙𝟒 8 

𝒇(𝒙)اطراد الدالة  ( 48 = 𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + ,𝟐−]في الفترة      𝟔  ...............هو ..   [𝟏

          زوجية ( د                        ثابتة  ج(                       ب( تناقصيه                 تزايديه  ( أ

 سنوات هو ....  8ثلث   سنوي لمدة  %02البنوك بفائدة مركبة  أحدفي  أودعريال  0111( جملة مبلغ 40

.𝟐𝟐𝟐𝟖𝟑(  أ  .𝟏𝟑𝟐𝟖𝟑   (  ب               𝟔𝟔   𝟏𝟕𝟔𝟒𝟎     (    د                          𝟖𝟔𝟒𝟎( ج             𝟔𝟔

 فيما يأتي ............................ المخطط الذي يمثل دالة( 05

       

 

   

 د(                          ج(                                   ب(                       أ(                                    

................................................................................................................................................................ 

 المراجعة الشاملة الثانية

 ( 20و  21ة ) تم حل تمارين المراجعة كاملة في المحاضرتين المراجعة الشاملة الثاني

 أكمل الجمل الاتية لتحصل على إجابة صحيحة 

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 1
𝒙→𝟑

𝒙𝟐−𝟓𝒙+𝟔

𝒙𝟐−𝟗
 يساوي.........   

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة   2 = 𝒍𝒏 𝟓𝒙    فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯ 

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 3
𝒙→𝟐

𝒙𝟓−𝟑𝟐

𝒙𝟑−𝟖
 يساوي.........   

𝑪(𝒙) ( اذا كانت دالة التكاليف الكلية تعطي بالعلاقة 4 = 𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 +  تساوي   x=6فان التكاليف الحدية عند  𝟐𝟎

5 )∫ 𝟐𝒙 + 𝟓 𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 6
𝒙→∞

𝟓𝒙𝟑−𝟑𝒙𝟐+𝟕

𝟑𝒙𝟑−𝟒𝒙−𝟖
 يساوي.........   

𝒔𝒊𝒏 𝒙كان     إذا( 0 = 𝟎. 𝒄𝒐𝒔 𝒙 و   𝟑 = 𝟎. 𝒕𝒂𝒏 𝒙فان         𝟔 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة         8 = 𝒆−𝟑𝒙           فان المشتقة الثالثة للدالة𝒇′′′(𝒙) = ⋯ 
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𝑹(𝒙) ي بالعلاقة الايراد تعط ( اذا كانت دالة0 = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 + 𝟏𝟎𝒙  فان الايراد الحدي عندx=8   تساوي 

01 )∫ 𝒙−𝟒 𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝒇(𝒙)( المساحة تحت منحنى الدالة 00 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝒙المستقيمين    وبين  𝟒 = 𝟎,   𝒙 =  تساوي   𝟑

∫دالة فان     f(x)( إذا كانت 02 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂
𝒅𝒙 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة         03 = 𝒆𝟕𝒙    فان∫ 𝒆𝟕𝒙𝒅𝒙 = ⋯ 

04    )∫ 𝟑𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟗
𝟏

𝟎
𝒅𝒙 = ⋯ 

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 05
𝒙→𝟎

𝟐𝒙+𝒔𝒊𝒏 𝟑𝒙

𝟓𝒙
 تساوي .....  

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة    06 = 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙  الة   فان المشتقة الاولي للد𝒇′(𝒙) = ⋯     

𝑷(𝒙) الربح تعطي بالعلاقة  ( اذا كانت دالة00 = 𝟑𝒙𝟐 − 𝟏𝟓𝒙  فان الايراد الحدي عندx=20   تساوي 

08 )∫(𝟐𝒙 − 𝟏)𝟏𝟏 𝒅𝒙       ...... يساوي 

 تقع في الربع .......    (3 , 1-)  ( النقطة التي احداثياتها 00

 في الربع .......تقع   (2-,3-)( النقطة 21

 تقع .......  (0 , 9)( النقطة 20

22 )∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟑𝒙 𝒅𝒙 = ⋯ 

 =  a . b     ... فان           (5, b) = (a, 3)( اذا كان     23

 ..……=Xفان         Y × X  = {(1 , 4) , (1 , 5) , (1 , 7) , (6 ,4), (6,5), (6 ,7)} اذا كان       ( 24

  ..…= n (Y × X)      فانn(X) = 3  ,      n (Y) =4          ( اذا كان25

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة  26 =  {
𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 ,   𝒙 > 𝟐
𝟔𝒙 − 𝟑,     𝒙 ≤ 𝟐

𝐥𝐢𝐦فان    
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = ⋯  

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة  20 = 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝟓𝒙     فان𝒇′(𝒙) = ⋯  

 يساوي  تمثل دالة فان مداها    R = {(6,1) , (2,5) , (7,3), (4,9)}  العلاقة  ( اذا كانت28

   … = f (2) × 4فان               f (x) = 5إذا كانت        (  22

 وحدات هي  2طوله  موجبويقطع جزءا من محور الصادات ال  3معادلة الخط المستقيم الذي ميله  ( 31

 يساوي .........      (6 , 3)    ,     (2 ,1)نقطتين   ميل المستقيم المار بال( 30

𝒇(𝒙)(  الدالة    32 = 𝟓𝒙𝟑 − 𝟐𝒙𝟒 + 𝟕𝒙𝟐 +  من الدرجة    𝟗

 يمثلها بيانيا خط مستقيم يقطع محور الصادات في النقطة       f(x)=9(  الدالة    33

سنوات فان قيمة الفائدة المستحقة في نهاية  10سنويا لمدة  %12بسيطة  ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة 21111( أودع شخص مبلغ 34

 المدة تساوي .......

سنوات فان جملة المبلغ في نهاية المدة تساوي  5سنويا لمدة  %01ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة مركبة  2111( اقترض شخص مبلغ 35

....... 

 …………………من السنوات يساوي    nسنويا لمدة        %Rبمعدل فائدة مركبة      P( جملة مبلغ    36
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 هي ....       f(x) = 7( المشتقة الاولي للدالة     30

 ..…………………………فان المشتقة الأول لها   هي      2x + 5 4f(x) = x +( اذا كانت الدالة      38

 يساوي .......     x=1عندما         4x +3-5f(x) = x( ميل المماس لمنحني الدالة    30

𝟖(     إذا كان        41 ∈   𝑿         𝟔و  ∈    𝒀                        𝟖)فان, 𝟔) ∈ ⋯ … …. 

                     ……………(    ميل الخط المستقيم المرسوم في الشكل المقابل   40

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة    42 = (𝒙 − 𝟓)(𝒙 + 𝒇′(𝒙)   فان                       (𝟓 = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 43 =
𝒙−𝟏

𝟐𝒙+𝟓
𝒇′(𝒙)فان                                = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 44 = (𝟐𝒙 + 𝒇′(𝒙)فان                               𝟏𝟓(𝟑 = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 45 = 𝒙𝟓 + 𝟑𝐱𝟐 + 𝒇′′(𝒙)فان                               𝟏 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( القيمة الصغرى للربح اذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة 46 = 𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 +  ………هي  𝟏𝟏

𝑬𝑷فان مرونة الطلب السعرية        qوالكمية المطلوبة من هذه السلعة    P(   إذا كان سعر السلعة 40 = ⋯ 

𝒇(𝒙)ميل المماس لمنحني الدالة   ( 48 = 𝟐𝒙𝟓 − 𝟏𝟏𝒙 +  يساوي .........   x= 2عند       𝟐

سنوات فان الفائدة المركبة المستحقة  في نهاية المدة  6سنويا لمدة  % 01في احد البنوك بمعدل فائدة مركبة  2111( اودعت علا مبلغ  40

 يساوي .........

𝒇(𝒙)كانت الدالة          إذا( 51 = 𝒆𝟕𝒙           فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯ .. 

50 )∫(𝒙𝟒 + 𝟑𝒙 − 𝟏)𝟔 (𝟒𝒙𝟑 + 𝟑)𝒅𝒙       ...... يساوي 

52 )∫
𝟏

𝒆𝟓𝒙−𝟔 𝒅𝒙       ...... يساوي 

53 )∫
𝟏

𝒙
𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝑪′(𝒙) ة تعطي بالعلاقة ( إذا كانت دالة التكاليف الحدي54 = 𝟐𝒙 + فان دالة التكاليف عند هي   30علما بان التكاليف الثابتة تساوي  𝟏𝟎

𝑪(𝒙) = ⋯ 

𝑹′(𝒙) ( إذا كانت دالة الايراد الحدي تعطي بالعلاقة 55 = 𝟒𝒙𝟑 + 𝟔𝒙𝟐 −  تساوي...   x=2فان دالة الايراد عند  𝟓

𝒑′(𝒙)اج إحدى الشركات هي إذا كانت دالة الربح الحدي لإنت( 56 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 +   فان دالة الربح...  𝟏

𝒇(𝒙)اطراد الدالة  ( 50 = 𝟒𝒙 − ,𝟏]في الفترة      𝟏  هو .................   [𝟓

 سنوات هو ....  6نصف  سنوي لمدة  %14البنوك بفائدة مركبة  أحدفي  أودعريال  5111( جملة مبلغ 58

   

𝒇(𝒙)قة أسفل منحني الدالة  ( مساحة المنط50 = 𝟖𝒙𝟑 + 𝒙بين المستقيمين       𝟐 = 𝟎, 𝒙 =  تساوي .....     𝟏

 هي   ...........  (2,5)ويمر بالنقطة   3( معادلة الخط المستقيم الذي ميله يساوي 61
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 المراجعة العامة والنهائية

  أجب عن الأسئلة الاتية:

𝒒تعطى بالمعادلة الآتية:) (pمن منتج ما والسعر ( q)المطلوبة  إذا كانت العلاقة بين الكمية( 1 = 𝟐𝟎𝟎 − 𝟕𝒑𝟐    فان الطلب يكون مرن عندما

𝒑 = 𝟏𝟎  

 أ( العبارة صحيحة                                                                  ب( العبارة خاطئة 

𝒍𝒊𝒎إذا كانت   ( 2
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎  و      𝟒
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎فان             𝟓
𝒙→𝟐

[ 𝒇(𝒙) × 𝒈(𝒙)] = ⋯    

𝐬𝐢𝐧𝐱إذا كانت    ( 3 = 𝟎. 𝐜𝐨𝐬 𝐱و     𝟐 = 𝟎.  فان:         𝟓

ج(         1.5ب (             1.2أ(   [   
𝟓

𝟐
د(                   

𝟐

𝟓
    [                         𝟏) 𝐭𝐚𝐧𝐱 = ⋯ … … ..                  

ج(         1.5ب (             1.2أ(   [   
𝟓

𝟐
د(                   

𝟐

𝟓
    [                  𝟐)𝒄𝒐𝒕 𝒙 = ⋯                                      

𝐬𝐢𝐧𝐱إذا كانت    ( 4 = 𝟎. 𝐜𝐨𝐬 𝐱و     𝟑 = 𝟎.    فان:           𝟕

ج(             1.7ب (             1.3أ(   [   
𝟕

𝟑
د(               

𝟑

𝟕
     [                𝟏) 𝐭𝐚𝐧𝐱 = ⋯ … … ..                 

ج(              0.7ب (             0.3أ(   [   
𝟕

𝟑
د(               

𝟑

𝟕
     [                𝟐)𝐜𝐨𝐭 𝐱 = ⋯ … … ..                 

ج(              1.5ب (             1.3أ(   [   
𝟏𝟎

𝟕
د(              

𝟏𝟎

𝟑
    [                 𝟑) 𝐜𝐬𝐜 𝐱 = ⋯ … … ..             

ج(               1.5ب (             1.3أ(   [   
𝟏𝟎

𝟕
د(             

𝟏𝟎

𝟑
    [             𝟒)𝐬𝐞𝐜 𝐱 = ⋯ … … ..                   

5 )𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝟔𝒙− 𝒕𝒂𝒏  𝟐 𝒙 

𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙   +𝟒𝒙
= ⋯                                           

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة 6 = {
𝟑𝒙𝟐 + 𝟖,     𝒙 > 𝟏 
 𝟐𝒙 + 𝟗 ,     𝒙 < 𝟏 

𝐥𝐢𝐦فان        
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙) = ⋯               

𝒇(𝒙)  الدالة( 0 = {
𝒙𝟐 + 𝟐,          𝒙 ≥ 𝟐 

𝟒𝒙 − 𝟑 ,           𝒙 < 𝟐 
𝒙متصلة عند                =  العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا     𝟐

𝒇(𝒙)اذا كانت الدالة  ( 8 = {
𝒙−𝟏

𝒙𝟐−𝟏
,     𝒙 ≠ 𝟏 

𝒌 ,           𝒙 = 𝟏 
𝒙متصلة عند                = 𝒌فان:        𝟏 = ⋯ 

𝒇(𝒙)الدالة ( 0 = 𝒙𝟑 − 𝟗𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 −  العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا    [2,4]في الفترة تزايديه   𝟕

𝒇(𝒙) نقطة الانقلاب للدالة ( 01 = 𝒙𝟑 − 𝟔𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 +  هي ............. 𝟏

00)  

 فان الدالة ..................في الفترة  موجبةانت قيمة المشتقة الاولي للدالة عند أي نقطة في فترة إذا ك( 1

 أ( تزايديه                     ب( تناقصية                    ج( لها تحدب لأعلي           د( لها تحدب لأسفل 

 فان الدالة ..................في الفترة  سالبةفي فترة ( إذا كانت قيمة المشتقة الاولي للدالة عند أي نقطة 2

 أ( تزايديه                     ب( تناقصية                    ج( لها تحدب لأعلي           د( لها تحدب لأسفل 

 .في الفترة فان الدالة ................. موجبة( إذا كانت قيمة المشتقة الثانية للدالة عند أي نقطة في فترة 3

 أ( تزايديه                     ب( تناقصية                            ج( لها تحدب لأعلي      د( لها تحدب لأسفل 

 فان الدالة ..................في الفترة  سالبة( إذا كانت قيمة المشتقة الثانية للدالة عند أي نقطة في فترة 4

 ب( تناقصية                            ج( لها تحدب لأعلي      د( لها تحدب لأسفل     أ( تزايديه                 

𝒇(𝒙)( الدالة 12 =
𝒙𝟑𝒔𝒊𝒏 𝒙

𝒙𝟒+𝟓
     العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) اهي دالة فردية               

𝑸𝒅( إذا علمت ان دالة الطلب لسلعة معينة 13 = 𝟑𝒑 − 𝑸𝒔ودالة العرض لنفس السلع    𝟒 = 𝟑𝟔 − 𝟐𝒑    فأجب عما يأتي 
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 ( 41،    11،     8،       21ا( سعر التوازن ...................          )          

 (  21،     24،      8،      36ب( الكمية التي يحدث عندها التوازن ....  )         

𝒚ة  اذا كانت الدال( 04 = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐  ..... 𝟏)  ]فان نقطة الانقلاب هي, −𝟑),   (𝟏, −𝟒), (𝟏, 𝟎), (𝟏, −𝟐)  ] 

𝒛اذا كانت الدالة ( 05 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐                : فان
𝝏𝒛

𝝏𝒙
=   𝟐𝒙 + 𝟐𝒚              العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا  

𝒛نت الدالة اذا كا( 16 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝒚          : فان
𝝏𝒛

𝝏𝒚
=   𝟐𝒙 + 𝟐𝒚                 العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا 

المعادلة التفاضلية (   00

53

3
2 5

d y dy
x

dx dx

 
  

 
 (العبارة خاطئة  -العبارة صحيحة         ب -اختر ) اخامسة                   من الرتبة ال 

  المعادلة التفاضلية التالية( 08

2 63

3
2 7

d y dy

dx dx

   
    

  
 العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا    الثة من الدرجة الثهي 

حل المعادلة التفاضلية ( حل المعادلة التفاضلية 00
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙   ..............   هو 

ية حل المعادلة التفاضل( 21
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒙

𝒚
𝒚هو       = 𝒙 + 𝒄                                   العبارة خاطئة ( -العبارة صحيحة         ب -اختر ) ا 

حل المعادلة التفاضلية ( 20
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙
 هو ...................................  

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 22
𝒙→𝟑

𝒙𝟐−𝟓𝒙+𝟔

𝒙𝟐−𝟗
 يساوي.........   

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة   23 = 𝒍𝒏 𝟓𝒙    فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯ 

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 24
𝒙→𝟐

𝒙𝟔−𝟔𝟒

𝒙𝟐−𝟒
 يساوي.........   

𝑪(𝒙) ( اذا كانت دالة التكاليف الكلية تعطي بالعلاقة 25 = 𝒙𝟑 − 𝟓𝒙𝟐 +  تساوي   x=10فان التكاليف الحدية عند  𝟑𝟎

𝒇(𝒙)يمكن الحصول علي منحني الدالة  ( 26 = 𝒙𝟐 − 𝒇(𝒙)بإزاحة منحني الدالة   𝟏 = 𝒙𝟐 نات بمقدار ياليسار علي محور الس افقيا الي

     ة خاطئة (العبار -العبارة صحيحة         ب -وحدة واحدة                         اختر ) ا

𝐥𝐢𝐦( نهاية الدالة 27
𝒙→∞

𝟐𝒙𝟑−𝟐𝒙𝟐+𝟑

𝟓𝒙𝟑+𝟔𝒙−𝟏
 يساوي.........   

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة         28 = 𝒆−𝟓𝒙           فان المشتقة الثالثة للدالة𝒇′′′(𝒙) = ⋯ 

𝑹(𝒙) الايراد تعطي بالعلاقة  ( اذا كانت دالة20 = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 − 𝟓𝒙  فان الايراد الحدي عندx=2   ..........تساوي 

31 )∫ 𝒙−𝟓 𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝒇(𝒙)( المساحة تحت منحنى الدالة 30 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝒙المستقيمين    وبين  𝟓 = 𝟎,   𝒙 =  تساوي   𝟐

∫  فان F(x) هو   f(x)الدالة ( إذا كان تكامل 32 𝒇(𝒙)
𝒃

𝒂
𝒅𝒙 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة         33 = 𝒆𝟖𝒙    فان∫ 𝒆𝟖𝒙𝒅𝒙 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة    34 = 𝒔𝒊𝒏 𝟓𝒙     فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯     

𝑷(𝒙) الربح تعطي بالعلاقة  ( اذا كانت دالة35 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟏𝟓𝒙𝟐 ند الحدي ع فان الربحx=10  ........ تساوي 

36 )∫(𝟑𝒙 − 𝟓)𝟗 𝒅𝒙       ...... يساوي 
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 تقع في الربع .......    (2 , 7-)  ( النقطة التي احداثياتها 30

 تقع في الربع .......  (5-,8)( النقطة 38

 تقع .......  (11- , 0)( النقطة 30

44 )∫ 𝒔𝒆𝒄𝟐𝟓𝒙 𝒅𝒙 = ⋯ 

 =  a ÷ b     ... فان           (8, b) = (a, 4)( اذا كان     41

 ..……=Xفان         Y × X  = {(3 , 4) , (3 , 5) , (3 , 7) , (8 ,4), (8,5), (8 ,7)} اذا كان       ( 42

  ..…= n (Y × X)      فانn(X) = 5  ,      n (Y) =3             ( اذا كان43

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة  44 =  {
𝟐𝒙𝟐 + 𝟏 ,   𝒙 > 𝟐
𝟔𝒙 − 𝟑,     𝒙 ≤ 𝟐

𝐥𝐢𝐦فان    
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) = ⋯  

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة  45 = 𝐜𝐨𝐬 𝟑𝒙 + 𝐭𝐚𝐧 𝟓𝒙     فان𝒇′(𝒙) = ⋯  

 ..............يساوي  تمثل دالة فان مداها    R = {(6,2) , (2,5) , (7,6), (4,8)}  ( اذا كانت العلاقة 46

   … = f (4) × 2فان               f (x) = 3إذا كانت        (  44

 وحدات هي  3طوله  سالبويقطع جزءا من محور الصادات ال  5معادلة الخط المستقيم الذي ميله  ( 48

 يساوي .........      (5 , 3)    ,     (1 ,2)ميل المستقيم المار بالنقطتين   ( 40

𝒇(𝒙)(  الدالة    51 = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟒 + 𝟕𝒙𝟓 +  .................من الدرجة    𝟔

 ...................يمثلها بيانيا خط مستقيم يقطع محور الصادات في النقطة       f(x)=5(  الدالة    50

دة المستحقة في نهاية سنوات فان قيمة الفائ 12سنويا لمدة  %10ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة بسيطة  05111( أودع شخص مبلغ 52

 المدة تساوي .......

 بلغ في نهاية المدة تساوي ...سنوات فان جملة الم 6سنويا لمدة  %8ريال في أحد البنوك بمعدل فائدة مركبة  4111( اقترض شخص مبلغ 53

 …………………من السنوات يساوي    Tسنويا لمدة        %Rبمعدل فائدة مركبة      P( جملة مبلغ    54

 هي ....       f(x) = 7( المشتقة الاولي للدالة     55

 ..…………………………فان المشتقة الأول لها   هي      2x + 5 4f(x) = x +( اذا كانت الدالة      56

 يساوي .......     x=1عندما         23x-4f(x) = x 9+( ميل المماس لمنحني الدالة    57

𝟑(     إذا كان        58 ∈   𝑿         𝟐و  ∈    𝒀                        𝟐)فان, 𝟑) ∈ ⋯ … …. 

                     ……………(    ميل الخط المستقيم المرسوم في الشكل المقابل   50

 

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة    61 = (𝟑𝒙 − 𝟖)(𝟑𝒙 + 𝒇′(𝒙)فان                  (𝟖 = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 60 =
𝒙+𝟏

𝟐𝒙−𝟑
𝒇′(𝒙)فان                                = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 62 = (𝟑𝒙 + 𝒇′(𝒙)فان                               𝟏𝟎(𝟐 = ⋯ 

𝒇(𝒙)        ( إذا كانت الدالة 63 = 𝒙𝟔 + 𝟒𝐱𝟑 + 𝒇′′(𝒙)فان                               𝟏 = ⋯ 
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𝒇(𝒙)( القيمة الصغرى للربح اذا كانت دالة الربح تعطي بالعلاقة 64 = 𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 +  ………هي  𝟖

𝑬𝑷فان مرونة الطلب السعرية        qوالكمية المطلوبة من هذه السلعة    P(   إذا كان سعر السلعة 65 = ⋯ 

𝒇(𝒙)( ميل المماس لمنحني الدالة   66 = 𝟓𝒙𝟐 − 𝟏𝟏𝒙 +  يساوي .........   x= 1عند       𝟐

نهاية المدة  المستحقة فيسنوات فان الفائدة المركبة  4سنويا لمدة  % 8البنوك بمعدل فائدة مركبة  أحدفي  3111مبلغ ( اودعت علا 60

 يساوي .........

𝒇(𝒙)( إذا كانت الدالة         68 = 𝒆𝟗𝒙           فان المشتقة الاولي للدالة𝒇′(𝒙) = ⋯ .. 

 60 )∫(𝒙𝟑 + 𝟐𝒙 − 𝟏)𝟓 (𝟑𝒙𝟐 + 𝟐)𝒅𝒙       ...... يساوي 

01 )∫
𝟏

𝒆𝟒𝒙−𝟐 𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝑪′(𝒙) ( إذا كانت دالة التكاليف الحدية تعطي بالعلاقة 00 = 𝟒𝒙 + فان دالة التكاليف عند هي   10علما بان التكاليف الثابتة تساوي  𝟏𝟓

𝑪(𝒙) = ⋯ 

02 )∫
𝟐

𝒙
𝒅𝒙       ...... يساوي 

𝑹′(𝒙) ( إذا كانت دالة الايراد الحدي تعطي بالعلاقة 03 = 𝟖𝒙𝟑 + 𝟗𝒙𝟐 −  تساوي...   x=2فان دالة الايراد عند  𝟐

𝒑′(𝒙)إذا كانت دالة الربح الحدي لإنتاج إحدى الشركات هي ( 04 = 𝒙𝟐 + 𝟔𝒙 +   ربح...فان دالة ال  𝟒

𝒇(𝒙)اطراد الدالة  ( 05 = 𝟖𝒙 − ,𝟐]في الفترة      𝟐  هو .................   [𝟔

 سنوات هو ....  3 شهري لمدة %1.5البنوك بفائدة مركبة  أحدفي  أودعريال  4111( جملة مبلغ 06

 فيما يأتي ............................ المخطط الذي يمثل دالة( 77

       

 

   

 د(                          ج(                                   ب(                       أ(                                    

𝒇(𝒙)( مساحة المنطقة أسفل منحني الدالة  08  = 𝟏𝟐𝒙𝟑 + 𝒙بين المستقيمين       𝟐 = 𝟎, 𝒙 =  تساوي      𝟏

 هي   ...........  (1,2)ويمر بالنقطة   4ذي ميله يساوي ( معادلة الخط المستقيم ال00

( المعادلة  81
𝝏𝒛

𝝏𝒙
+

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= 𝑥 + 3𝑦,   ( لعبارة صحيحة                اهي معادلة تفاضلية عادية        اختر-     ) العبارة خاطئة 
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