
المحاضرة (12)
تابع التفاضل وتطبيقاته التجارية
التطبيقات الاقتصادية والإدارية للتفاضل :-
1. الاستهلاك و الادخار:

مثال (1) :- إذا كانت دالة الاستهلاك هي (K = 15+0.6x -0.02x2) 
المطلوب: أوجد كل من الميل الحدي للاستهلاك و الميل الحدي للادخار.
الحل:
1- الميل الحدي للاستهلاك هو المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك:-
K/= 0.6 – 0.04 x
2- الميل الحدي للاستهلاك عند دخل يساوي 1 ريال هو :-
K/= 0.6 – 0.04 x 1 = 0.6 -.04 = 0.56
3-الميل الحدي للادخار عند دخل يساوي 1 ريال هو :-
                         =  1 – الميل الحدي للاستهلاك = 1- 0.56 = 0.44
مثال (2) :- إذا كانت دالة الاستهلاك هي (K = 18 + 0.8 x - 0.15x2) 
المطلوب: أوجد كل من الميل الحدي للاستهلاك و الميل الحدي للادخار.
الحل
1- الميل الحدي للاستهلاك هو المشتقة الأولى لدالة الاستهلاك:-
K/= 0.8 – 0.3 x
2- الميل الحدي للاستهلاك عند دخل يساوي 1 ريال هو :-
K/= 0.8 – 0.3 x 1 = 0.8 - 0.3 = 0.5
3-الميل الحدي للادخار عند دخل يساوي 1 ريال هو :-
                         =  1 – الميل الحدي للاستهلاك = 1- 0.5 = 0.5
2. النهايات العظمى و الصغرى:

مثال (1) :- ذا كانت دالة الربح الكلي تأخذ الشكل  P= - 0.4x2 + 300x -2000
حدد ما إذا كانت هذه الدالة تمثل نهاية عظمي أم صغري ؟
الحل
1- المشتقة الاولى للدالة :-
P/ = -0.8x + 300
2- المشتقة الثانية للدالة :-
P// = -0.8
3- نجد أن قيمة المشتقة الثانية للدالة سالبة إذاً فهي تحقق نهاية عظمي.
مثال (2) : ذا كانت دالة الربح الكلي تأخذ الشكل  P= 500-0.2x +0.1x2
حدد ما إذا كانت هذه الدالة تمثل نهاية عظمي أم صغري ؟
الحل: المشتقة الاولى للدالة :-
P/ = -0.2 + 0.2x
2- المشتقة الثانية للدالة :-
P// = 0.2
3- نجد أن قيمة المشتقة الثانية للدالة موجبة إذاً فهي تحقق نهاية صغرى . 

3. الربح الحدي:
1- الإيراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة 
2- الربح الكلي = الإيراد الكلي – التكلفة الكلية 
3- الإيراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي .
4- التكلفة الحدية = المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية .
5- الربح الحدي = المشتقة الأولى لدالة الربح الكلي .
6- الربح الحدي = الإيراد الحدي – التكلفة الحدية .
مثال (1) : إذا علمت أن دالة الإيراد الكلي لإحدى الشركات تعتمد على العلاقة التالية :
R =  12x3 +  20x2  - 10x +30
أوجد الإيراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات ؟
الحل :  الإيراد الحدي = المشتقة الأولى لدالة الإيراد الكلي
R/ =  36x2 +  40x  - 10
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدات إذاً  x=10 
R/ =  36x2 +  40x  - 10 = 36×102 + 40×10 - 10=3990  ريال
مثال (2) :إذا كانت الدالة المعبرة عن سعر بيع الوحدة في إحدى الشركات تعتمد على العلاقة التالية :-
) = 4x2 + 6x +5 سعر بيع الوحدة) Selling price
حيث أن x تشير إلى عدد الوحدات المباعة 
المطلوب : إيجاد الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 15 وحدة ؟
الحل
1- الايراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة 
R = (دالة سعر بيع الوحدة ) ×  x
R = (4x2 + 6x +5) ×  x = 4x3 + 6x2 +5x
2- الايراد الحدي = المشتقة الاولى لدالة الايراد الكلي .
R/ =  12x2 +  12x  + 5
حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 15 وحدات إذاً  x=15 
R/ =  12x2+ 12x +5 = 12×152 + 12×15 +5=2885  ريال
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المحاضرة (13)
التكامل وتطبيقاته التجارية
التكامل :-









التطبيقات التجارية للتكامل :-
1- الايراد الكلي =  تكامل دالة الايراد الحدي .
2- التكاليف الكلية =  تكامل دالة التكاليف الحدية .
3- الربح الكلي =  تكامل دالة الربح الحدي .
4- الربح الكلي = الايراد الكلي – التكاليف الكلية .
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1- الايراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة 

R = (دالة سعر بيع الوحدة  ) ×x
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2- الايراد الحدي = المشتقة الاولى لدالة الايراد الكلي .
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=  40x
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حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 5 وحدات إذاً x=5 
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إذا علمت أن دالة التكاليف الكلية تأخذ الشكل :-

C = 10x

2

-12x + 15 

المطلوب :-

إيجاد التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 10وحدات ؟
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التكلفة الحدية = المشتقة الاولى لدالة التكلفة الكلية .

C = 10x

2

-12x + 15  (التكاليف الكلية )

C

/

=  20x -12   (التكاليف الحدية )          

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدات إذاً x=10 

C

/

=  20x -12 = 20 ×10  -12 =188  ريال
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تعتمد التكاليف الكلية لإحدى الشركات على الدالة التالية :-

C = (5x

2

-3x + 15)

3

 

المطلوب :-

إيجاد التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 20وحدة ؟
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التكلفة الحدية = المشتقة الاولى لدالة التكلفة الكلية .

C = (5x

2

-3x + 15)

3

  (التكاليف الكلية )

C

/

= 3×(5x

2

-3x + 15)

2

×(10x -3 ) (التكاليف الحدية )    

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 20 وحدة إذاً x=20 

C
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=  3×(5x
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= 3×(5×20

2

-3×20 + 15)
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إذا علمت أن دالة الايراد الكلي لإحدى الشركات هي :-

R =  2x

3

-6x

2

+ 10x -15

ودالة التكاليف الكلية تأخذ الشكل :-

C = 15x

2

+ 9x -17

المطلوب :-

أوجد حجم الارباح الحدية عند إنتاج وبيع 30 وحدة ؟
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الربح الكلي = الايراد الكلي – التكلفة الكلية 
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الربح الحدي = المشتقة الاولى لدالة الربح الكلي .

P = 2x

3

-21x
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+ x + 2

P
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= 6x
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-21x + 1

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 20 وحدة إذاً x=30 

P

/

= 6x
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-21x + 1 = 6×30

2

-21×30 + 1 = 4771  ريال 
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إذا علمت أن دالة الايراد الكلي لإحدى الشركات هي :-

R =  12x

3

+5x

2

-2x +100

ودالة التكاليف الكلية تأخذ الشكل :-

C = 10x

2

+ 3x +20

المطلوب :-

أوجد حجم الارباح الحدية عند إنتاج وبيع 25 وحدة ؟
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الحل 

الربح الكلي = الايراد الكلي – التكلفة الكلية 

P = R –C

=( 12x
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+5x
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-2x +100)-(10x

2

+ 3x +20)

= 12x
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+ 15x
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الربح الحدي = المشتقة الاولى لدالة الربح الكلي .

P = 12x

3

+ 15x

2

-5x + 80

P

/

= 36x

2

+ 30x -5

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 25 وحدة إذاً x=25 

P

/

= 36x

2

+ 30x -5 = 36×25

2

+ 30×25 -5 = 23245 ريال 


image13.emf
تعتمد إحدى الشركات على مجموعة من الدوال لتحديد كل من التكاليف الكلية و 

الايرادات الكلية و تأخذ هذه الدوال الشكل التالي:-

R = 30 x

4

+ 12x

2

-6 x + 15

C = 13 x

3

-5x

2

+3 x -20

المطلوب :-

1- حجم الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .

2- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 12 وحدة .

3- دالة الربح الكلي .

4- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات .
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R = 30 x

4

+ 12x

2

-6 x + 15

C = 13 x

3

-5x

2

+3 x -20
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1- حجم الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات :-

R = 30 x

4

+ 12x

2

-6 x + 15

R

/

=120 x
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+ 24x

2

-6

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدة إذاً x=10 

R

/

=120×10
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+ 24×10

2

-6 = 122394  ريال 
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2- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 12 وحدة :-

C = 13 x

3

-5x
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+3 x -20

C
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=39 x
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-10x + 3

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 12 وحدة إذاً x=12 

C
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= 39×12

2 

-10×12 + 3 = 5499  ريال 
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3- دالة الربح الكلي :-

R = 30 x
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4- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات :-

P = 30 x

4

-13 x
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+ 7x
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-9 x + 35

P

/

= 120 x

3

-39x

2

+7x –9 

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 12 وحدة إذاً x=12 

P

/

= 120 ×12
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-39×12

2

+7×12 –9  = 201819   ريال 
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لإعتبارت المنافسة الحادة في الاسواق العربية قامت شركة الفرسان بتحديد 

الدوال الممثلة لكل من سعر بيع الوحدة و التكاليف الكلية و وجدت انها 

على الشكل التالي :-

Selling price ( سعر بيع الوحدة  ) = 3x

2

+25x -18

C = 10 x

2

+ 2x -5

المطلوب :-

1- دالة الايراد الكلي .

2- حجم الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات .

3- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 20 وحدة .

4- دالة الربح الكلي .

5- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .
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Selling price ( سعر بيع الوحدة  ) = 3x

2

+25x -18

C = 10 x

2

+ 2x -5
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1- دالة الايراد الكلي :-

الايراد الكلي = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة 

R = (دالة سعر بيع الوحدة  ) ×x

R = (3x

2

+25x -18) ×x

= 3x

3

+25x

2

–18x
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R = 3x

3

+25x

2

–18x

C = 10 x

2

+ 2x -5

2- حجم الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات :-

R  = 3x

3

+25x

2

-18x

R

/

=9x

2 

+ 50x -18

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 5 وحدة إذاً x=5 

R

/

=9×5

2 

+ 50×5

2

-18 = 1457  ريال 
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R = 3x3 +25x2 

R = 3x3 +25x2 
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18x

18x

C = 10 x2 + 2x 

C = 10 x2 + 2x 
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5

5

3- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 20 وحدة :-

C = 10 x

2

+ 2x -5 

C

/

=20 x+ 2

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 20 وحدة إذاً x=20 

C

/

= 20×20+ 2  = 402  ريال 
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R = 3x

3

+25x

2

–18x

C = 10 x

2

+ 2x -5

4- دالة الربح الكلي :-

R = 3x

3

+25x

2

–18x

C = 10 x

2

+ 2x -5

P = R -C = 3x

3

+ 15 x

2 

–20x +5
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R = 3x
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+25x
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–18x

C = 10 x

2

+ 2x -5

5- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات :-

P = 3x

3

+ 15 x

2 

–20x +5

P

/

= 9x

2

+ 30x -20 

حيث أن عدد الوحدات المنتجة والمباعة هو 10 وحدة إذاً x=10 

P

/

= 9 ×10

2

+ 30×10 -20   = 1180  ريال 
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1- إذا كانت دالة الاستهلاك هي (K = 0.3x -0.01x

2

)المطلوب 

أوجد كل من الميل الحدي للاستهلاك و الميل الحدي للادخار.

2- إذا كانت دالة الربح الكلي تأخذ الشكل :-

P= 3x

2

+ 5x +100

حدد ما إذا كانت هذه الدالة تمثل نهاية عظمي أم صغري ؟
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3- إذا علمت أن :-

Selling price ( سعر بيع الوحدة  ) = 8x

3

+ 10x

2

+5x +12

C = 4 x

2

+ 3x -10

المطلوب :-

1- دالة الايراد الكلي .

2- حجم الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .

3- حجم التكاليف الحدية عند إنتاج وبيع 15 وحدة .

4- دالة الربح الكلي .

5- حجم الربح الحدي عند إنتاج وبيع 12 وحدات .
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2- حجم التكاليف الكلية عند إنتاج وبيع 25 وحدة :-

حيث أن دالة التكاليف الحدية تأخذ الشكل 

C

/

= 36x

2

+ 40x –10

فيمكن الوصول إلى دالة التكاليف الكلية عن طريق إجراء عملية التكامل على 

دالة التكاليف الحدية كما يلي :-

C = 12 x

3 

+20 x

2 

-10x

وللوصول إلى حجم التكليف الكلية عند إنتاج وبيع 25 وحدة يتم التعويض عن 

قيمة x=25 كما يلي :-

C = 12×(25)

3 

+20 ×(25)

2 

-10×(25)= 199750 ريال 
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3- دالة الربح الحدي :-

الربح الحدي = الايراد الحدي – التكاليف الحدية 

P

/

=  R

/

–C

/

= (8x

3

+ 24x

2

-12x +20 )  –( 36x

2

+40x -10)

= 8x

3

-12x

2

-52x +30
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4- دالة الربح الكلي :-

الربح الكلي = تكامل دالة الربح الحدي :-

P

/

= 8x

3

-12x

2

-52x +30

P= 2x

4

-4x

3

-26x

2

+ 30x

حل أخر :-

الربح الكلي = الايراد الكلي – التكاليف الكلية 

P =  R –C 

=  (2x

4

+8x

3

-6x

2

+20x) –(12x

3

+20x

2

-10x)

= 2x

4 

-4x

3 

-26x

2 

+  30x
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5- حجم الربح الكلي عند إنتاج وبيع 10 وحدات :-

دالة الربح الكلي هي :-

P= 2x

4

-4x

3

-26x

2

+ 30x

وللوصول إلى حجم الربح الكلي يتم التعويض عن قيمة x=10 في 

المعادلة السابقة كما يأتي :-

P= 2×(10)

4

-4×(10)

3

–26×(10)

2

+ 30×(10)

=  20000 -4000 -2600 + 300 = 13700  ريال  
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مثال :-

إذا علمت أن دالة الايراد الحدي لإحدي الشركات تأخذ الشكل التالي:-

R

/

= (2x+1) (5-3x

2

)

وكانت دالة التكاليف الحدية تأخذ الشكل التالي :-

C

/

= (3x+1)

2

المطلوب :-

1- حجم الايراد الكلي عند إنتاج وبيع 10 وحدات .

2- حجم التكاليف الكلية عند إنتاج وبيع 20 وحدة .

3- دالة الربح الحدي .

4- دالة الربح الكلي بطريقتين مختلفتين .

5- حجم الربح الكلي عند إنتاج وبيع 30 وحدة .
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تمارين متنوعة :-

1- إذا علمت أن شخص يقوم بإدخار 60% من دخله و يستهلك 

الباقي ،المطلوب استنتاج دالة الاستهلاك ؟

الحل 

1- الميل الحدي للإدخار = 0.60  .

2- الميل الحدي للإستهلاك = 1 - 0.60 = 0.40

3- الاستهلاك = تكامل دالة الميل الحدي للإستهلاك 

k

/

= 0.40

K = 0.40x


image51.emf
تمارين متنوعة :-

2- إذا علمت أن شخص يقوم بإدخار 75% من دخله و يستهلك 

الباقي ،المطلوب استنتاج دالة الاستهلاك ؟

الحل 

1- الميل الحدي للإدخار = 0.75  .

2- الميل الحدي للإستهلاك = 1 - 0.75 = 0.25

3- الاستهلاك = تكامل دالة الميل الحدي للإستهلاك 

k

/

= 0.25

K = 0.25x
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مثال 

مثال 

(

(

3

3

) :

) :

-

-

في إحدي شركات الاستثمار وجد أن سعر بيع الوحدة يتبع العلاقة 

التالية :-

Selling price ( سعر بيع الوحدة  ) = 10x

3

-11x

2

+5x -20

حيث أن x تشير إلى عدد الوحدات المباعة 

المطلوب :-

إيجاد الايراد الحدي عند إنتاج وبيع 5 وحدات ؟


