رياضيات للإدارة 
المحاضرة 8 – 11

التكامل وتطبيقاته:
التكامل: التكامل هو العملية العكسية للتفاضل.
إذا كانت تتم عملية التفاضل لأي حد من دوال كثيرات الحدود بان نضرب اس المتغير في معامله ثم نطرح من هذا الاس 1
فان التكامل هو العملية العكسية للتفاضل فيتم تكامل أي حد من دوال كثيرات الحدود بان نزود اس المتغير بمقدار واحد ثم

[image: ]
نقسم معامل الحد على قيمة الاس الجديد

القاعدة الاولى:
[image: ]
تكامل أي حد من دوال كثيرات الحدود نزود اس المتغير بمقدار واحد ثم نقسم معامل الحد على قيمة الاس الجديد + مقدار ثابت
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القاعدة الثانية: تكامل أي عدد ثابت يساوي هذ العدد مضروب في  x
[image: ]

القاعدة الثالثة: تكامل المقدار (ax +b)n هو نفس المقدار بزيادة الاس بمقدار واحد مقسوما علي الاس الجديد ومقسوما علي معامل المتغير X
[image: ]
القاعدة الرابعة: إذا كانت الدالة مضروبة في تفاضلها فان تكاملها هو زيادة الاس بمقدار واحد ونقسم على الاس الجديد
[image: ]
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القاعدة الخامسة: إذا كانت البسط تفاضل المقام فان التكامل في هذه الحالة يساوي اللوغاريتم الطبيعي للمقام
[image: ]
القاعدة السادسة: تفاضل الدالة الاسية لأساس اللوغاريتم الطبيعي = الدالة نفسها على تفاضل الاس
[image: ]
· ملاحظة: اذا كان المتغير موجود في المقام فيجب رفعه الي البسط بتغير إشارة الاس قبل عملية التكامل
[image: ][image: ]

التكامل المحدود
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تطبيقات على التكامل
أولا:إيجاد المساحة أسفل منحني الدالة
المساحة تحت منحنى الدالة f(x) ومحور السينات والمحصورة بين المستقيمين a=x  و b=x
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تمارين
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ثانيا: تطبيقات تجارية 
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الحل 
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الحل
[image: ]
[image: ]
الحل 
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المراجعة العامة الاولي: )تم حل تمارين المراجعة الاولي في الحادية عشر تحت عنوان تمارين متنوعة( –
السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

[image: ]

[bookmark: _GoBack]
image4.png
X3 3x% 2x°5  x*

2 = 4 = 1+
l)fx+3xdx—3+2+r Z)J’Zx+xatix gt oc
3 [ 526+ 728 d 5x7  7x . oxd x 1 6x?
)fx+x x—T+T+r )[x +6xdx = 1+2+r

5x* 3x72 o 2x2 4x78
5)f5x’5+3x’3dx—_—4+ ¢ 6)J’2x2+4-x dx=——+— =
V3




image5.png




image6.png
fadx:ax +c 1)f6dx:6x+c

3 3
2)f3dx:3x+c, 3)f—dx:—x+c

5 5

1 1
4-)J.—7dx:—7x+c, 5)f§dx:§x+c

6)f4dx:4-x+c, 7)flldx:11x+c




image7.png
bn+1 2 35

f(ax+b)"d 7((‘:‘:1))““ l)f(2x+3)“d —(::2)
5x—11)7 8—6x)1

2)f(5x 11)6dx %+c 3) J.(B—Gx)wdx:%

4)fv3x—4-dx:J.(3x—4-)%dx:(3x—_+c
X3

3

2

3
4)z 2 3
= 6(3;\: —-4)2+c




image8.png
Fet
n+1 te

[ reax=

3 6
1 f(x3+2x+6)5. (3x2+2)dx:@+c

x? +2x +10)12
2) f(x2+2x+10)“. (2x+2)dx:%+c




image9.png
3
1 2(x% +3x+2)2
3)J.\/x2+3x+2. (2x+3)dx:f(x2+3x+2)7. (2x+3)dx:¥+c




image10.png
%d =In[f(]+c 1)f % dx=lnlx]+c
)f2x21x3:3— dx=In[2x? +3x —11] +¢

)J.‘l-xz 2x — 1 dx—ln[4-x —-2x —11]+¢

J‘5x+6xd l[+2 4_]+
)x5+23 rEmix * ¢




image11.png
eaxth
f e+ dyx = +c
5% o3%-2
1)f e% dx=—+¢ 2)f e dx = +c
.. 5-6x - e11-V7x
3-’. 6x dx = +c, 4[(&“’7" dx = +c
) mr3 ) -
e8x-1 1 e-2xt5
= _ _ [ e-2x+s _
5)f %1 dx = TR 6)]92”75 d;\r—fez"+ dx = =

+c




image12.png
a
—dx—fax tdx
X

ax —n+1

-n+1




image13.png
3 s 3x7* 6 —5x7°
I)J’Fdx:félx dx:_—4+c 2)[—dx—f—5x dx = —5 +c





image14.png
-

b
ff(x)dx = F(x) i = F(b) — F(a)

a




image15.png
3 e |

X
f(2x+5)dx= —-+5x =xz+5x|j
1 1

=[(3)*+53)] - [(1)* +5(1)] = [24] - [6] =18




image16.png
2

x5 3x?
2)f(xz+3x+1)dx: 3+ +x
0

o123 3022 ] [ 03 3(0)? ]
==+ +2|— |+ +0
R [ 3 2 3 2

2

_[8,12 1 32
=Frerz-o=7




image17.png




image18.png
b
Area:ff(x)lix: F(x)|2




image19.png
¢ x=2, X=3 (= y = 4x7 AoV A bk cad dalaall sl (1 Ja
S

413

3 3 4x
Areu:[ ydx:f 4x3dx = —
2 2 4|,

=2 =3 -(2)*=81-16=65




image20.png
x=1, x=4 Oaliwd Gug f(x) = 3x% +2x + 5 A5 A iade cad Aabual) s i (2 Jla

oy
4 4 323 242 +
Areu:[ f(x)dx:[ 3x2+2x+5dx:T+T+5x
1 1

1
=x3+x%+ 5x|: ==[4P+@®*+5@)] - [(D*+ (D2 +51)]

=[64+16+20]—[1+1+5]=100—7 =93




image21.png
¢ x=0,x=3 Ox F)=x*4+3x2+6 ASY DA Jate cas daluad) 1l (1
£ x=2,x=3 Om9 fx)=x*-6x+8 ALY A fate cas dalual) 12 gl (2
£ x=0, x=2 o5 fX) =22 —Tx+ 11 AY Aalf isie cad daleaall 335/ (3




image22.png
i | e EEE
CET LT PR sl ol il Wl oS aall al il dla

Quidl &dla ‘ Saall gudl Al JolSs Saall gyl &l




image23.png
C'(x) = 30x% 4+ 54x — 30 A8lly dliaa cils yal) gaa) FLIY 4oaal) GG Al)s <ilS 1Y (1 JBae
9200 A Al il Gl Lale




image24.png
30x° N 54x?
3 2

C(x) :fC'(x) dx:f30x2+54-x—30dx: —30x+c

C(x)=10x%+27x* —30x +¢
€ =200 8200 g5t LBl Gl ) Ea g

C(x) =10 x° + 27 x* — 30x +200




image25.png
(x) = 3 2 43 i oS i & 4
R'(x) = 60x3 + 18x% + 36 A8ally Alias cilS juil) gan) gy ganll 3 90 Alla cils 13) (2 Jia

A 3, Al aa gl Bany ol awase Aa L jhia (s ghan 31 Y1 O Lale




image26.png
R(x) = fR’(x) dx = f 60x3 + 18x% + 36 dx

60x* 18x%
+

2 3 +36x+c=15x*+6x3 +36x+ ¢

R(x) =

c=0 daggliaupte s g gl Y O Cung
R(x) = 15x* + 6x3 + 36 x




image27.png
p'(x) = 12x° + 15x* + 24x% Blely Uias il pl gan) g Y gasl) e pl) Ul dls 13/ (3 Jia
AL il U s 5ld Gan g S pn pae s L jha 5 glew i) o Lale




image28.png
P(x) = fP'(x) dx = J. 12x° + 15x* + 24x3dx

12x°  15x°  24x* s
P(x) = T 5t 2 +c=2x0+3x+6x*+¢

c=0  dngglappe S o e mll O s
P(x) = 2x° + 3x° + 6x*




image29.png
ahilall jsaa o (2

------- EN A (2,-3) Wil A A (1

BN @ (g S (@ ds¥ (i
------- EM A (-1,-5) A (2

BN @ (g S (@ ds¥ (i
------- &5 (0,2) Akl (3

S N A (g Gl )5 o (o s b A (i
a+b=.. & (ab)=(3,1) (4

4@ 3 (= 2 (< 10

o9& xxY={2,6),(2,3),(5,6),(5,a) (86),(8,a) (5

{5,6} (% {6,a} (= {2,3} (= (25,8 (




image30.png
n(Xxy)=... & n(X)=3, n(y)=2 s (6

6 (2 5 (= 3 (@ 2 (i
st Wik G A S R={(1,2),(2,3), (5,2), (4,3)) Ay cits 13y (7
{3,467} (2 {2,3,45} (¢ {1,2,45} (= {23} (i

2xf(3)=.. (8 f(x)=2 sl (8

2 (¢ 3 (& 4 (< 10 (i

A Gy 5 Algh iludl Sislal) s G g e iy 2 Al g il adl) Aslaa (9
y=2x+2 (¢ y=5x-2 (¢ y=2x-5 (¢ y=2x+5 (i
......... G (2,3) , (3,4) Oskily jlal adicall Jus (10

4 (: 3 (& 2(2 1 (




image31.png
Lodos f(x)=2x%+5x% +4x—11 A (11
Aaal [0 aw (@ La (e A (i

Al B ialall | gaa iy aiens bl LWils By f(x)=5 AN (12

(0,0 (2 (55 (€ ©5) (= (50 (i
Al B Aol S A Ol ) slan Gund B30 b gl %10 Ay B8 Jnay 53 2l 2 Ly 10000 s i 351 (13
ceeen 5 3 B3
5000 (2 15000 (¢ 10000 (= 20000 (i
5 b 33 g b all Ay (B 5 gl 205 001 Uy s %8 S 3 B Jinay gl dal A ULy 1000 s pait g2 B (14
459712 (2 2259712 (¢ 259712 (= 1259712 (1

ot Sl 2 n o BaalLsiw RY% ASjedali e P Adwdla (15




image32.png
S=Px " =P-
(1+R)" (1 S=P+(1+R)"(c S=P—-(1+R)"(*S=P+ (L+R)" (i
r f(x)=10 Al gy Amaa (16
10 ( 15 (¢ 5 (= o (
A Y A g8 f(x) =xPex+2 W a1y (17

Px)=2x+2 (2 Px)=2x+1 (¢ P)=x+1 (< f(x)=2x (i
....... Gshw x=1  Late f(x)=xP-2x+1 AN alal (uleall e (18

a 8 3 (¢ 2 (@ 1 (
(5,2) € e M 5€evY 5 2€X oSNy (19

y2 0 2
( X2 (z YXX (= XxY(




image33.png
Qi) JEAN G o g jal) aienall B2 Jua (20
gy (2 e e (@ 2 (i

frx)=- Wf(x) = (x—2)(x+2) Wiy (21

x (2 2x—4 (¢ 2x (= x2 (i

fix) = W f=E2 w2

7 -7 7 7 .
Zx-12 [ Gxt2) € Bxt2)? (= el
fr(x) =" G f(x)=(2x+7)° A s (23

102x+7)* (+  52x+7)* [ 102x+7)° (¢ (20x+70)* (i
frx) = G f(x)=x3+2x+1 A sl (24

6x+2 (2 6x (¢ 3x2+2 (= 6x? (1




image34.png
@ f(x) = —2x% + 12x + 3 ABDadly et )l Adla Sl 130 gyl alind) Aaidl) (25

21 (4 20 (¢ 19 (¢ 18 (i

Ep =+ Aypud bl &gpld g Aalod) ol (o dyglhaal) Aually P Aadod) jow IS (26
Par Par Prar i

&l —_— d —_— —(

( L (@ = = a (

......... ot x=3 L& f(x) =3x% —6x+1 A alal pulaall Jia (27

0 ( 18 (¢ 12 (= 6 (i
5 ghang Bal) Aol (B fdaall Alay OB il gl 3 3300 L gian %p8 A pa B Jinay i) 21 (B 5000 s ol e 3 9) (28
6239.56 (2 6298.56 (¢ 1298.56 (= 6000 (i

Fx) = Wl Ay A g f(x) = e3F Wl @i 1d (29

—3e3 (s 3e% (¢ = = €3 (i




image35.png
® IR

@

fr@=-

Al A Al G f(x) = In2x A < (30

= B 2x (0

x




image36.png
3t x=10 e Aall IS G C(x) = 2% + 3x + 20 ABally e L0 cine) Ay s b (31

50 (2 17 (¢ 23 (@ 150 (i

ss  [x+1dx (32

i Hxtc (8 Pie (@ Prxte (= e (i
f(x) = el Ao s g f(x) = e 5% Wy sy (33

sx X

—25¢7% (s 2565 (g = = e (i

(55l X=100 i s3] 3, OB R(x) = x% — 5x A8l asd 3 ) Ala S 1Y (34

9500 (2 195 (& 205 (= 300 (i

...... s [xSdx (35

§+c (2 x*+re (e xC+c (v t—:+c(i

Ssedx =0, x=2 Csaliuad Gy f(x) =322 + 2x — 1 D Jals cas dalad) (36
8 (4 10 (¢ 13 (= 12 (i

JoFx)dx = i ) casid (37

F(b) = F(a) (2 F(a)-F(b) (¢ F(b)-F@ (¢ F(b)+F(a) (i




image37.png
Wl Ay A g f(x) = e3F Wy @8 1d (38

—2e* (2 26 (¢ T & e (i

...... s [Vxdx (39

s 205
oste = o5

2 is )
Fte ¢ xl?+c+c ([ +c(
i X=10 Lo saad) 2,9 G P(x) = 227 — 10 Adlally sl Al s 13 (40

30 (2 40 (¢ 30 (=@ 100 (i

ss  [(2x—1)%dx (41

(2x-1)7
T +c

(2x-1)7
7

...... s [(2x%+3x—1)7 (4x +3)dx (42

6(2x—1)5+c (2 (= %H (i

rraenp )
GrlasedY (0 7@ 432-D0 @ @ 43x-1Pte (@ EEEUL




image38.png
e o355

—3e 351 (2 3.e%75 (& +ec (=

-3

e GRS A3 Gl 100 (5 sbed ALY QIS G Wl €'(x) = 322 + 2 + 20 ABally axs daal) cils) A @S 1) (44
Cx) = A

X +x2+20x+100 (* 6x+102 (¢ 6x+2 (¢ 2®+x2+20x (0





image39.png
o [ :—‘dx (a5

Inx+c (2 x+c(e xlie (@ 2yc (i
st x=1 e 30 AN G R (x) = St + 3x% + 8 ABdally (el sl 350 A il 1)) (46
8 (* 10 (¢ 16 (= 26 (i

LA RS P (x) = 1225 + 153 + 2423 A SO saa) g gaad) @ A i) (47
812x% + 15x° + 24x* (2 5x* +4x% +4x% (¢ 60x* +60x° + 72x% («  2x%+3x%+6x* (I

................. A [-2,1]350 A f(x) =x%—5x+6 Ak (48

Loy (e Al (0 (1
ceee A gl 8 Bl s g B %012 S 5 By S 43) 2] B g a1 Il 9000 s Alaa (49
17640 (2 8640 (& 13283.66 (= 22283.66 (i

v Lasd A3 ey (510 Bbadall (50

x Y

x hd x Y x h's
[C] [ [C] [d




image1.png
agaal) JuoSdl




image2.png
[x"dx:

n+1

n+1

+c




image3.png
x6
fxsdx= te




