الفصل الأول
حساب الأخطاء Errors
مقدمة: 

إن التحليل العددي هو علم التقريب حيث يتم استخدام طرق عددية لحل المسائل المعقدة وغير القابلة للحل بالطرق التحليلية وينشأ عن استخدام هذه الطرق العددية أخطاء يجب معرفتها عند الحصول على أي إجابة وذلك لكي نحكم على قبول هذه الإجابة أو رفضها. 


هناك عدة أنواع من الخطأ أهمها: 

-1 خطأ المعطيات (DATA) الناتجة عن حل المسائل التي نحصل عليها من التجارب العملية غير الدقيقة بشكل كاف أو التي نأخذها مقربة لقيم حقيقية وذلك للتسهيل مستخدمين بذلك قواعد التدوير مثلاً. 

-2 خطأ الطريقة: ينتج عن الاستعاضة عن علاقة رياضية معقدة مثلاً بعلاقة أخرى أبسط منها. ومثال ذلك استخدام طريقة شبه المنحرف مثلاً في حساب قيمة التكامل المحدود. 

-3 الخطأ المقتطع: والناتج عن اعتبار أن مجموع السلسلة غير المنتهية مثلاً هو عدد من حدودها. 

-4 أخطاء الحاسب الآلي: ناتجة عن الحاسب نفسه فمثلاً لنفرض أن لدينا حاسب بحيث أن كل عدد فيه يحتوي على خمسة أرقام فقط وإننا نريد جمع العددين 9.2654 و 7.1625 إن المجموع هو 16.4279 وهو يحتوي على ستة أرقام عندئذ الحاسب لايستطيع تخزين هذه الأرقام وبالتالي يقوم بتدوير الأرقام الستة إلى 16.428 .

أخيراً هناك أخطاء مهملة، مثل الخطأ الشخصي الناتج عن الشخص الذي يقوم بعملية القياس لتجربة ما مقارنة بشخص آخر يقوم بعملية القياس لذات التجربة. 


يمكن أن نعبر عن الأخطاء عادة بثلاثة طرق: 

(1-1) الخطأ المطلق Absolute error : 


ويعرف بأنه عبارة عن الفرق بين القيمة الحقيقية والقيمة التقريبية ويرمز له بالشكل: 
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حيث x هي القيمة الحقيقية (الدقيقة) و 
[image: image2.wmf]1
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 القيمة التقريبية المحسوبة أو التقريبية التجريبية، (سنرمز للخطأ المطلق بـ E بدلاً من 
[image: image3.wmf]a
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 إذا لم يكن هناك التباس للسهولة). 

(1-2) الخطأ النسبي Relative error : 


وهو عبارة عن الخطأ المطلق مقسوماً على القيمة الحقيقية. حيث إن الخطأ المطلق لايعطي فكرة حقيقية عن دقة القياس مثلاً : لو قسنا طول غرفة وطول المسافة من الدمام إلى الرياض وكان الخطأ المطلق نفسه فالسؤال هو أي القياسين أدق. طبعاً المسافة من الدمام إلى الرياض أدق وبالتالي لمعرفة ذلك تم إدخال التعريف السابق والذي يرمز له بـ:

(1-1)
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(1-3) الخطأ المرتكب: 


وهو عبارة عن إحدى القيمتين: 

(1-2)
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أي أن : 
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(1-4) الخطأ المئوي Percentage error

وهو عبارة عن الخطأ النسبي مضروباً بـ 100 . أي يساوي 
[image: image8.wmf]r
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 . 

(1-5) أخطاء تمثيل التوابع والعلاقات: 


إن الأخطاء المرتكبة بسبب تمثيل التوابع يمكن تحديدها بعلاقة خطأ عامة كما يلي:

ليكن : 

(1-3)
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تابع للمتحولات المستقلة 
[image: image10.wmf](
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 وبحيث إن كل من هذه المتحولات خاضع للخطأ 
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 على الترتيب . عندئذ يوجد خطأ N للتابع بحيث يكون:

(1-4)
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إن الطرف الأيمن من هذه العلاقة يمكن نشره على شكل سلسلة تايلور Taylor series لعدة متحولات فنجد: 
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عادة أخطاء المتحولات يجب أن تكون نسبياً صغيرة، أي أن: 
[image: image14.wmf]1
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 ، وبالتالي فإنه يسمح بتجاهل التربيع والجداءات والقوى العالية لـ 
[image: image15.wmf](
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 ، وبكتابة تقريب المرتبة الأولى: 

(1-5)
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وإذا طرحنا الآن (1-3) من (1-5) نحصل على : 
(1-6)
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إن العلاقة (1-6) هي تقريب المرتبة الأولى لخطأ التابع. كما أنه يمكن ملاحظة أنه لدينا نفس التعبير كما للتفاضل الكلي للتابع N . وكذلك فإن علاقة الخطأ النسبي تكون مباشرة: 

(1-7)
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إن علاقة الخطأ يمكن أن تطبق على كل التوابع وتفيد بتقدير أي إجراء يمكن أن يعبر عنه على شكل علاقة. 

مثال (1) : لنعتبر العلاقة: 
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لتقدير الخطأ في العلاقة N المرتكب بسبب خطأ في x و y و z نحدد أولاً المشتقات الجزئية:
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وبالتالي نجد أن: 
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نستبدل في هذه العلاقة قيم الأخطاء z , y , x والمشتقات الجزئية تقدر في النقطة المرغوبة 
[image: image22.wmf](
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بشكل عام الأخطاء 
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 يمكن أن تكون موجبة أو سالبة وإذا لم تحدد الإشارة فإن من الممكن فقط عندئذ حساب الخطأ الأعظمي لـ N: 
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من المهم ملاحظة أن هذه هي القيمة الأعظمية للخطأ وهذا يعطي حد أعلى للخطأ an upper bound on the error . 

وللاستمرار في معالجة المثال، لنفرض أن: 
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عندئذ الخطأ الأعظمي عند النقطة (1 , 1 , 1 ) يكون: 


[image: image26.wmf](
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إن قيمة التابع عند النقطة ( 1, 1 , 1) تكون : N = 3 والخطأ النسبي الأعظمي يكون: 


[image: image27.wmf](
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إن احتواء حدود مراتب عليا يكون مطلوباً فقط في حالات نادرة ، وهكذا مثلاً في المثال السابق (1) فإن حد المرتبة الثانية يكون: 
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إن المشتقات الجزئية لمحسوبة عند النقطة (1,1,1) تصبح:
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إن المربعات والجداءات المتصالبة للأخطاء من أجل: 
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تصبح: 
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الخطأ الأعظمي عند النقطة (1,1,1) محتوياً على حدود المرتبة الثانية يكون: 
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ملاحظة: 

-1 إن معالجة مسألة الخطأ هي مسألة واسعة ولاتقتصر عند حد أو طريقة حيث إنه كما هو معلوم أن التحليل العددي هو علم التقريب وبالتالي فإنه عند حل أي مسألة وفق طرق التحليل العددي سيكون هناك خطأ لهذه الطريقة (سيعالج عند ذكر كل طريقة من طرق التقريب في الفصول المقبلة). 


ومن الأمثلة على ذلك حساب الخطأ الناتج عن نشر السلاسل والذي يمكن تقديره بالباقي بعد n حد. 


لمزيد من التفاصيل يمكن مراجعة مقررات حساب التفاضل والسلاسل. 

-2 يمكن استخدام طريقة ثانية لحساب الخطأ المرتكب في حساب قيمة تابع بالشكل التالي: 

الخطأ المرتكب في حساب قيمة تابع: 

ليكن التابع y = f(x) لمتحول واحد ولنحسب الخطأ المرتكب في حساب قيمة y من أجل قيمة تقريبية للقيمة الحقيقية x . 


من أجل 
[image: image33.wmf]1
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 قيمة تقريبية نحصل على القيمة التقريبية 
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 ثم نقرب 
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 إلى قيمة 
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 وبذلك نكون قد ارتكبنا خطأ مقداره: 
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بأخذ القيمة المطلقة للطرفين نجد أن:
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إذن الخطأ المطلق المرتكب عبارة عن قسمين: 

الأول: 
[image: image39.wmf]1
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 ويسمى عادة بالخطأ المطلق. 

الثاني: 
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 ويسمى بالخطأ الحسابي. 


ولحساب الخطأ المطلق ننشر سلسلة تايلور للتابع y(x) حول النقطة 
[image: image41.wmf]1
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 ، أي:
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حيث اكتفينا بالحد الحاوي للمشتق الأول، لنأخذ القيمة المطلقة للطرفين فنجد: 
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حيث: 
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و 

[image: image45.wmf](
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وبالتالي يمكن تعميم ذلك على تابع لأكثر من متغير (متغيرين مثلاً) فنجد: 
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حيث إن: 


[image: image47.wmf](
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مثال (2): احسب الخطأ المرتكب في حساب قيمة التابع: 
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وذلك من أجل: 
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ويأخذ            
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الحل: 

الخطأ الأعظمي المرتكب في حساب 
[image: image51.wmf]1
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ثم نحسب: 


[image: image53.wmf](
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وبما أن 3 < x < 4 وبتعويض الحد الأدنى لـ x كونه في المقام فنجد أن: 
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وبالتالي: 
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وبما أن قيمة التابع من أجل 
[image: image56.wmf]14
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فإننا نكون قد ارتكبنا خطأ حسابي مقداره: 
[image: image58.wmf]0005
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وخطأ كلي مقداره: 
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وبالتالي حدوديات الناتج تكون: 


[image: image60.wmf](
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على سبيل المثال، لندرس علاقة الخطأ في منشور سلسلة تايلور من خلال النظرية التالية: 
نظرية (1-1) نظرية تايلور: 


لنفرض أن 
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 موجودة على المجال [a,b]. 


ولتكن النقطة 
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 ، يوجد نقطة 
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(1-8)
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حيث: 
(1-9)
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(1-10)
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و:

(1-11)
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وهنا يسمى 
[image: image71.wmf](
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 كثير حدود تايلور النوني من أجل f حول النقطة 
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 و 
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 يسمى الحد الباقي (أو الخطأ) المرافق لـ 
[image: image74.wmf](
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 . والسلسلة اللانهائية التي نحصل عليها من النهاية: 
[image: image75.wmf](
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 تسمى سلسلة تايلور لـ f حول 
[image: image76.wmf]o
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في الحالة الخاصة عندما 
[image: image77.wmf]o
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 كثير حدود تايلور يسمى كثير حدود "ماك لوران" وسلسلة تايلور تسمى سلسلة " ماك لوران ". 
مثال (3): 


عين كثير حدود تايلور الثاني والثالث من أجل 
[image: image78.wmf](
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 حول النقطة 
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 واستخدم كثير الحدود لتقريب 
[image: image80.wmf](
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الحل: 


بما أن 
[image: image81.wmf](
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 عندئذ يمكن تطبيق النظرية السابقة من أجل أي        n > o: 


من أجل n = 2 ، 
[image: image82.wmf]o
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 النظرية تعطي:
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حيث 
[image: image84.wmf][
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يأخذ x = 0.01 فإن كثير حدود تايلور والحد الباقي يكون: 


[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

sin

10

.

6

16

.

0

99995

.

0

x

sin

.

01

.

0

6

1

01

.

0

2

1

1

01

.

0

cos

6

3

2

x

+

=

x

+

-

=

-


حيث: 
[image: image86.wmf](
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(والخط فوق العدد 0.166 يدل على أن هذا الرقم يتكرر بشكل لانهائي) 


بما أن 
[image: image87.wmf](
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 فيمكننا أن نستخدم 0.99995 كتقريب لـ cos 0.01 مع ستة أرقام عشرية على الأقل في الدقة وباستخدام الجداول لدينا:  
cos 0.01 = 0.999950042
وبالتالي يوجد دقة بتسعة أرقام عشرية. 

إن كثير حدود تايلور الثالث حول النقطة 
[image: image88.wmf]o
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 يحسب بالشكل: 
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حيث 
[image: image90.wmf](
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 ، بما أن 
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 فإن كثير حدود تايلور هو نفسه ويبقى التقريب 0.99995 نفسه ولكن الدقة تحسب بتسعة أرقام عشرية: 
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(1-6) دقة الأعداد: 

يوجد عادة نوعين من الأعداد ، تلك الأعداد المضبوطة تماماً، ونوع آخر يشير إلى قيم ذات درجات معينة من الدقة . أمثلة عن تلك ذات الدقة التامة، الأعداد الصحيحة …,3,2,1 .


الأعداد الكسرية 
[image: image93.wmf]2
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[image: image94.wmf]3
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 وغيرها من الأعداد المكتوبة بهذه الطريقة. إن العدد المقرب هو واحد من تلك التي تعبر عن القيمة حيث الدقة تكون فقط لعدد من السجلات الرقمية وهكذا مثلاً 
[image: image95.wmf]3

 يكون مضبوطاً كتابة ولكن لايمكن أن نعبر عنه بدقة كرقم منته من الأعداد الرقمية، يمكننا أن نكتبه مثلاً بالشكل 1.732 حيث يكون كتقريب وكذلك يمكن كتابته بالشكل 1.73205 كتقريب أفضل. إن الأرقام المستخدمة للتعبير عن عدد تسمى أشكال معنوية significant figures إذا كان لهم معنى في العدد . مثلاً كل الأعداد الرقمية في 1.73205 تكون أشكال معنوية. بينما في العدد 0.00572 فقط 2 , 7 , 5 أشكال معنوية . الـ o استخدم لمكان النقطة العشرية. إذا استخدم الـ o في نهاية العدد ، يجب إضافة معلومات إضافية لتحديد فيما إذا كان معنوياً. مثلاً  $525.000 يمكن أن يكون دقيقاً (مضبوطاً) أو يمكن أن يكون تعبير مالي (نقدي) لأقرب ألف . إذا كانت الدقة مطلوبة، كل الأعداد تكتب على شكل نقطة عائمة، مثل: 
[image: image96.wmf]5
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إن العمليات الرياضية تقود الأعداد إلى عدم تحديد ولذلك من الضروري حذف (قطع) هذه الأعداد إلى الشكل المراد ويسمى هذا القطع أو الحذف بالتدوير Rounding off. 


وهذا التدوير يخضع للقواعد التالية على الأعداد: 


ليكن العدد: 


[image: image98.wmf]l
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عندئذ لتدوير هذا العدد إلى عدد معنوي يحتوي على n رقم تحذف 
[image: image99.wmf]l

 رقم متتالي وفق ما يلي: 

-1 إذا كان 
[image: image100.wmf]5
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تحذف بزيادة 1 على 
[image: image101.wmf]n
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 فتصبح:  
[image: image102.wmf]1
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مثال (4) : 60.73721 يدور إلى عدد يحوي على 4 أرقام معنوية فيصبح بالشكل:
60.74
-2.  إذا كان 
[image: image103.wmf]5
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 تحذف دون تغيير 
[image: image104.wmf]n
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. 

مثال: 60.7542 يصبح بعد تدويره لأربعة أرقام معنوية بالشكل : 60.75.

-3 إذا كان 
[image: image105.wmf]5
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 نميز حالتين: 

أ – إذا كانت جميع الأرقام على يمين 
[image: image106.wmf]1
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 معدومة فتتم عملية الحذف بزيادة 1 إلى 
[image: image107.wmf]n
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 وذلك إذا كان: 
[image: image108.wmf]n
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 فردي وإلاّ (في حالة 
[image: image109.wmf]n
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 زوجي) فيتم الحذف دون تغيير 
[image: image110.wmf]n
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ب – إذا وجد رقم على يمين 
[image: image111.wmf]1
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 غير معدوم فيتم الحذف مع إضافة 1 إلى 
[image: image112.wmf]n
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 . 

مثال: العدد 6.33500 يدور لثلاثة أرقام . 


(1 العدد : 6.34
مثال (5): العدد 23.4500 يدور لثلاثة أرقام  إلى العدد : 23.4 (دون تغيير) . 

(1-7) الخطأ النسبي المرتكب في تدوير عدد ما: 


يعطى بالقانون: 

(1-12)
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حيث a هو أول رقم في العدد المقرب من اليسار n عدد الأرقام في العدد المقرب. 

مثال (6): ماهو عدد الأرقام التي يجب أن تأخذها عند حساب 
[image: image114.wmf]18

 حتى لايتجاوز الخطأ النسبي الأعظمي المقدار 0.003 . 

الحل: 


لنأخذ a هنا تساوي 4 ، لذلك لدينا: 
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ومنه لدينا: 
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وبالتالي: 


[image: image117.wmf]3
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مثال (7): كم هو حد الخطأ النسبي إذا أخذنا بدلاً من 
[image: image118.wmf]p

 العدد a = 3.14 . 

الحل: 


في هذه الحالة لدينا n = 3 ، a = 3 ومنه: 
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مثال (8): كم رقم يجب أخذه في حساب 
[image: image120.wmf]20

 حتى لايتجاوز الخطأ النسبي 0.0005. 
الحل: 


ليكن العدد الأول a = 4 ومنه: 
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[image: image122.wmf]4
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مثال (9) : إن الأعداد التالية تقرب (تدور) إلى خمسة أرقام معنوية : 


31.35764
تدور إلى 
31.358

10.19313
تدور إلى 
10.193

14.32250
تدور إلى 
14.322

14.32150
تدور إلى
14.322
مثال (10): ليكن العدد x = 5.3251 ولنفرض أن هذه القيمة قربت إلى القيمة التقريبية 
[image: image123.wmf]3
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عندئذ يمكن اعتبار الخطأ المرتكب:
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أو: 
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وكذلك لدينا الخطأ المطلق: 


[image: image126.wmf]0251
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كما يمكن أن نعتمد القيمة 0.03 كحد أعلى من القيمة E ونرمز له بـ 
[image: image127.wmf]x

e

 أي: 
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(طبعاً يمكن اعتبار أي قيمة أكبر من القيمة السابقة مثل 0.04 و 0.05 فقط كحد أعلى أيضاً لـ E ). 

ملاحظات: 

-1 من العلاقة: 

[image: image129.wmf]x
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حيث 
[image: image130.wmf]x
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 هو الحد الأعلى للخطأ المطلق يمكن كتابة: 
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وعندما نأخذ 
[image: image132.wmf]x
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 صغيراً 
[image: image133.wmf](
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بالنسبة لـ x نكتب: 


[image: image134.wmf]x
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وبالتالي بالعودة للمثال السابق يمكن أن نكتب: 


[image: image135.wmf]03
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-2 يمكن حساب 
[image: image136.wmf]x
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 من القانون: 
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حيث n عدد الأرقام العشرية في العدد المدور، حسب قواعد التدوير السابقة. 

-3 بما أن العدد x غير معلوم في الغالب ، فعندما نحسب 
[image: image138.wmf]r
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 من العلاقة: 
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فإننا نستبدل هذه العلاقة بالعلاقة التالية: 


[image: image140.wmf]x
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حيث 
[image: image141.wmf]1
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 هي القيمة التقريبية للعدد. 


والتي تعطينا حداً أعلى للخطأ النسبي وفي حال كون 
[image: image142.wmf]x
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 صغيراً جداً بالنسبة لـ x نستبدل هذه العلاقة. 
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حيث 
[image: image144.wmf]1
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 هي القيمة التقريبية للعدد. 

-4 إذا كانت x قريبة من العدد 1 عندئذ يكون لدينا: 
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 (1-8) تراكم الأخطاء : 

كما هو معلوم فإن هذه الأخطاء تتراكم وتزداد عند إجراء العمليات الحسابية على الأعداد التقريبية ويمكن تبيان ذلك من خلال بعض النظريات: 
نظرية (1): 

الخطأ المطلق المرتكب لمجموع جبري لعدد من الأعداد التقريبية لايتجاوز مجموع الأخطاء المطلقة المرتكبة لهذه الأعداد التقريبية.

أي أنه، إذا كان 
[image: image146.wmf]n
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n عدد مقرب . 


وإذا كان 
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 على الترتب الأخطاء المطلقة المرتكبة لهذه الأعداد. وإذا كان 
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(1-13)
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نظرية (1-2): 


إذا كان 
[image: image150.wmf]1
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 عددين مقربين وكان 
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(1-14)
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أي أن الخطأ المطلق المرتكب في ناتج طرح عددين تقريبيين لايتجاوز مجموع خطأيهما المطلقين. 

نظرية (1-3): 


إذا كان y , x عددين مقربين فإن: 

(1-15)
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حيث 
[image: image154.wmf]1
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 هما العددان التقريبيين: 


يمكن تعميم النظرية (3) لأكثر من عددين بالشكل: 
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نظرية (1-4): 


وكذلك لدينا بالنسبة للقسمة النظرية التالية : 

(1-16)


[image: image156.wmf]2
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ملاحظة (2): 


يمكن تعميم هذه النظريات على الحدود العليا للخطأ المطلق أيضاً. 

مثال (11): أوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب في المجموع:

[image: image157.wmf]xy12.233.12
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لدينا هنا حسب القانون: 
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بالنسبة لـ x لدينا n = 2 ومنه: 


[image: image159.wmf]005
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بالنسبة لـ 
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ومنه فإن الحد الأعلى للخطأ المرتكب في المجموع هو: 
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مثال (12): 


أوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب في حاصل الضرب للعددين:

x . y = (2.23 ) . ( 12.3 )
تحسب: 
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ومنه الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب يكون: 

                    0.005 (12.3) + 0.05 . (2.23) =


          = 0.0615 + 0.1115 =


 

                                = 0.173                                                                
مثال (13):  

أوجد الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب في حاصل قسمة العددين: 

الحل: 


لدينا:
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لدينا:
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ومنه الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب: 
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نظرية (1-5) : (الخطأ النسبي) 

الخطأ النسبي المرتكب في حاصل الجمع الجبري لعدد من الأعداد التقريبية الموجبة لايتجاوز أكبر حد أعلى للأخطاء النسبية المرتكبة في الأعداد المجموعة، أي إذا كان: 
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فإن: 

(1-17)  
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نظرية (1-6): 

الخطأ النسبي المرتكب في حاصل طرح عددين تقريبيين y , x هو: 

(1-18)
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كما يلاحظ أنه إذا كانت 
[image: image169.wmf]1

x

 قريبة من 
[image: image170.wmf]1

y

 فإن هذه العلاقة لا تطبق.
نظرية (1-7): 


الخطأ النسبي المرتكب في ناتج قسمة عددين تقريبيين يساوي مجموع الخطأين النسبيين المرتكبين في المقسوم والمقسوم عليه . 

مثال (14): احسب الخطأ النسبي الأعظمي المرتكب في حاصل الطرح: 

x – y = 32.413 - 32.415
الحل:


لدينا الحد الأعظمي للخطأ المطلق المرتكب لكل من العددين يساوي: 0.0005 ومنه فإن: 
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لو حسبنا الخطأ النسبي في كل من العددين التقريبين نجد أن الخطأ النسبي المرتكب في المطروح منه هو: 


[image: image172.wmf]x
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أما الخطأ النسبي المرتكب في المطروح فهو:
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إذن الخطأ المرتكب في حاصل الطرح أكبر بكثير من الخطأ النسبي الأعظمي لكل من العددين y , x ويساوي تقريباً: 25000 مرة. وهذا يبين أنه لايمكن تطبيق الدستور السابق عندما يكون كلا العددين متقاربين من بعضهما البعض.
تمارين

-1  دور الأعداد التالية إلى خمسة أرقام معنوية: 
38.46235  ,  2.37425

0.00237135  ,  0.700029
-2 احسب مجموع الأعداد التالية: 

12.3172   ,   11.283   ,    4.3496   ,     2.4875

واحسب الخطأ النسبي المرتكب. 

-3 قدر العلاقة: 


[image: image174.wmf]1/2
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إذا كان: 
 ,      h = 92    ,    g = 32.2   
[image: image175.wmf]8

3

d

=




و f = 0.025     و   x = 1250
أ – عندما تكون القيم المعطاة معتبرة دقيقة (مضبوطة). 
ب – عندما تكون القيم المعطاة تقريبية. 

-4 أوجد قيم f(x) : 
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من أجل: 
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-5 قدر قيمة المحددات: 
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-6 إن الحل لجريان التيار في دارة إلكترونية يحسب من المعادلة التفاضلية المحققة لـ: 
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)

t

200

sin

1

.

27

t

200

cos

3

.

4

e

t

120

sin

5

.

7

t

120

cos

3

.

4

i

t

600

+

-

p

+

p

=

-



أوجد قيمة التيار عندما t = 0.01 و t = 5 . 

-7 أوجد الخطأ النسبي المرتكب في كل مما يلي: 

a)
8.12 + 6.7

b)
8.12 – 4.2 

c)
(8.12) (6.7)

d)
8.124/3.1
-8 احسب الحد الأعلى للخطأ المطلق المرتكب في حساب المقدار: 
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-9 أوجد كثير حدود تايلور الرابع للتابع f حول النقطة 
[image: image181.wmf]o
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 واستخدم كثير الحدود هذا لتقريب 
[image: image183.wmf](

)

f/16

p

 وأوجد حد الخطأ لهذا التقريب. 

-10 أوجد كثير حدود تايلور الرابع للتابع f حول النقطة 
[image: image184.wmf]1
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 واستخدم كثير الحدود هذا لتقريب f(1,1) وأوجد حد الخطأ لهذا التقريب . 

-11 ليكن 
[image: image186.wmf](
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، أوجد كثير حدود تايلور الثالث لـ f حول النقطة 
[image: image187.wmf]1
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 وقرب 
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 باستخدام كثير الحدود المذكور. 

-12 أوجد الحد الأعلى للخطأ المرتكب في ناتج العمليات التالية: 


[image: image189.wmf](
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 للحل: احسب الخطأ الأعظمي المرتكب في البسط وكذلك الخطأ الأعظمي المرتكب في المقام. ثم احسب أخيراً الخطأ المرتكب في ناتج القسمة حسب قانون الخطأ في القسمة.
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